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例谈新高考数学结构不良问题的教育功能

323000 浙江省丽水市教育教学研究院 林建仁

315194 浙江省宁波市鄞州高级中学 叶琪飞

摘 要：笔者分析2020年新高考数学结构不良问题的设计特点，即既保留结构良好问题命题的检

测功能，又给不同数学基础的人提供选择权．通过大量案例发掘新高考数学结构不良问题的教育功

能，引导学生根据数学情境、科学情境、现实情境提出有意义的数学问题，培育学生数学思维的发散

性．开发新高考数学结构不良问题的教学途径，营造数学思维创新、创造的环境，为学生的未来成长

与创新发展奠基．
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2020年新高考数学命题的突出特点在于稳中

求变，主要表征之一就是引入结构不良问题等新题

型．虽然过去高考数学命题也出现过结构不良问题，

但2020年新高考在《普通高中数学课程标准(2017

年版2020年修订)》评价体系下进行口]，在数学考试

中引人、设置结构不良问题是考试内容改革的要求．

这一变化对高中数学教学有着举足轻重的指导意

义，引起一线教师与基础教育研究者的高度关注．

1 2020年新高考数学结构不良问题设计特点

1．1保留结构良好问题的检测功能

案例1(2020新高考山东数学卷一17) 在①ac

=√3，②csinA一3，③C一√3b这三个条件中任选一
个，补充在下面问题中，若问题中的三角形存在，求

c的值；若问题中的三角形不存在，说明理由．

问题：是否存在／kABC，它的内角A，B，C的对

边分别为n，b，c，且sinA=√3 sinB，C一要，

注：如果选择多个条件分别解答，按第一个解答

计分．

分析：

方案一 选条件①．由C一要和余弦定理得

等一譬，由sinA=JgsinB及正弦定理得n
：万6，于是墅兰掣一每，由此可得b一。．由①

243b2 z

ac=√3，解得口一√3，6一C一1．因此，选条件①时问
题中的三角形存在，此时C一1．

方案二 选条件②．由C=号和余弦定理得

—az_+五b2厂--一c2一v虿／-手，由sinA=JS-sinB及正弦定理得n

一概于是等一譬，由此可得慨’B_c
一要，A一警．由②csinA一3，所以c=6—2,／g，n=

6．因此，选条件②时问题中的三角形存在，此时C一

2店．

方案三 选条件③．由C一詈和余弦定理得

等=每，由sinA=,／-ffsinB及正弦定理得a
一,／gb,于是警一鱼2，由此可得6_f．由③
c一,／gb，与6一C矛盾．因此，选条件③时问题中的三

角形不存在．

由以上解答可以看到，本题设计源于底角为

30。的等腰三角形，若不补充其他条件，这样的三角

形是存在的，只是三角的三边长度不确定，有无数种

可能，三角形形状大小不确定，它们是相似的等腰三

角形．分别补充条件①或②后，三角形的形状大小确

定，而条件③显然不符合等腰三角形两腰长度相等

的要求，补充条件③后就出现了矛盾，这样的三角形

也就不存在了．

1．2给不同数学基础的学生提供选择机会

案例2(2020高考北京卷一17) 在／kABC中，口

+6—11，再从条件①、条件②这两个条件中选择一

个作为已知，求：

(1)n的值；

(2)sinC和AABC的面积．

条件①：c一7，cosA=一专．条件②：cosA2专，

c。sB一而9．

注：如果选择条件①和条件②分别解答，按第一
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个解答计分．

分析：

方案一选择条件①．(1)‘．‘c一7，cosA=一寺，

a+6=11．。．。a2=62+C2—2bccosA，．’．a2一(11一a)2

+72—2(11一丑)·7·(一了1)，．·．丑=8．

(2)。．。c。sA一一了1，A E(0，7c)，．．．sinA—

ff—l--co—s2A一华．由正弦定理得_‰：．毛，．．．
／ SIrlA S1nL

去一志，．．．sinc一分．s-专铡nc一扣一
7

8)×8×华一6订．

方案二选择条件②．(1)‘．‘cosA一寺，cosB一

杀，A，BE(O，也．·．inA=,／—1--co—szA=A sinA 警，SinB素，， ，也·。· 等，sinB
—ffi--coszB= ．由正弦定理得—≮=毒≮，．·．

1u S1们 s11113

a ll—a． 。—：2——=，··盘一6．
塑盟
8 16

(2)sinC—sin(A+B)一sinAcosB+sinBcosA

一警×杀+等×土8—4．s一扣sinc一丢⋯
_6)×6x譬一学．
三角形有三条边、三个内角，共六个元素．在内

角和定理、正弦定理、余弦定理牵引下，给出三个条

件就可以求解另外三个元素，不同的条件会有不同

的求解途径，给不同知识储备的学生以更多的选择．

1．3 2020年新高考数学结构不良问题设计特征

美国学者Reitman从认知心理学的角度，把问

题分为结构良好问题和结构不良问题，结构良好问

题的初始状态(即问题的已知条件)、目标要求和算

法都很明确，而上述三者中有一方面不明确的就属

于结构不良问题．

2020年新高考数学结构不良问题有以下三个

设计特征．

一是2020年新高考山东卷与北京卷设计了两

道数学结构不良问题，两道题目初始状态都不明确，

其区别在于山东卷的题目目标要求不定，而北京卷

的题目目标要求确定．

二是两道结构不良问题均以解三角形为背景，

从学生数学学习心理角度来看，问题解决者易于接

受这样的背景，这使新高考数学命题形式能够平稳

过渡．

三是结构不良问题“破土而出”，引领高中数学

教学方向．按照《普通高中数学课程标准(2017年版

2020年修订)》的评价进行教学，更加关注受教育者

未来的思维需求．

新时期的高考内容改革的重要特征就是从能力

立意到素养导向的转变．“从能力立意到素养导向的

转变，突出表现为考查目的从关注知识到关注人；考

查目标从常规性问题的解决技能到创造性的探究能

力，考查情境从学科知识化到真实情境化；试题条件

从结构良好到结构不良；试题要素从单一因素到复

合因素；试题结构从碎片到整体”[2]．可以预见，在中

国高考评价体系下，结构不良问题将会是今后高考

中的常客，认识它的教育功能，摆正态度，调整教学，

理应是当下一线教师的紧迫任务．

2新高考数学结构不良问题的教育功能

2．1提供初始状态的选择性

根据多元智能理论，人的学习智力优势具有多

向性．为提供公平竞争环境设计的数学命题结构不

良情境，可以给问题解决者提供多种选择，既反映问

题的多角度思考，又显示不同的数学思维智慧．[3]

案例3(2020山东高考数学模拟题) 在①6。+

b。一a。，②盘。一6。，③S。一一25这三个条件中任选一

个，补充在下面问题中，若问题中的志存在，求是的

值；若k不存在，说明理由．

设等差数列{a。}的前咒项和为S。，{b。}是等比

数列， ，6。=Ⅱ。，b：一3，既一一81，是否存在

k，使得S^>S抖1且S女+l<S女+2 7

分析：

选择条件，补充问题．

示例1 设等差数列{日。)的前孢项和为S。，

{b。}是等比数列，bl+b。一a2，6l—a5，b2—3，65=

一81，是否存在k，使得S>&+。且S女+1<S抖2 7

示例2 设等差数列{口。)的前行项和为S。，

{b。}是等比数列，a4一b4，b1=a5，b2—3，b5一一81，

是否存在k，使得S^>S针，且S^+。<S女+2 7

示例3 设等差数列{口。)的前行项和为S。，

{6。}是等比数列，S5一一25，b。一a5，b2=3，b。=

一81，是否存在志，使得&>&+。且&+。<S。+。?

设计意图：本题命题思想与2020年新高考山东

数学结构不良问题类似，问题情境背景为数列，问题

解决的难度更大一些．

2．2培育数学思维的发散性

结构不良问题的主要功能之一在于训练学生的

发散性思维，培养学生数学思维的深刻性，引领学生
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在数学学习时创新创造．

案例4△ABC中，B(一2，0)，C(2，0)，请对A

点给出适当的条件，求△ABC重心G的轨迹方程．

分析：

由A点的运动引起G点的变化，所以随着A点

具备的条件不同，重心G的轨迹可能不一样，于是

必须弄清楚A点与重心G坐标之间的关系，设重心

G(．hy)，A(．rl，Y1)，则由重心的性质得．“一3．r，y1

—3y，因而给出点A的条件可以从边长、角度或点

A在已知曲线上移动等方面思考．

示例1 添加条件“l AB l+l ACl一6”，则A点

轨迹在以B、C为焦点的椭圆上，设椭圆的方程为与

+万y一1，则日一3，f一2，b!一日2一c2—5，所以A点轨

迹方程为鲁+等一l(y≠o)，因此G的轨迹方程为

丁9,C2+孚一1御，+学一1(y≠。)．
示例2添加条件“l AB I—I ACI一2”，则A点

轨迹在以B、C为焦点的双曲线上(右支)，设双曲线

的方程为芸一等一1，则丑一1，c一2，bz=C2--a 2—3，

所以A点轨迹方程为．f，2一冬一1(．f，>1)．从而G的

轨迹方程为9．f17—3y2—1(．r>÷)．

示例3添加条件“I AB l—I AC l”，则A点轨

迹在线段BC的中垂线上，轨迹方程为．r一0(Y≠

0)，所以G点的轨迹方程为T一0(y≠0)．

示例4添加条件“么A一-7兀-”，则A点轨迹在

以BC为直径的圆上，其轨迹方程为．t’2+Y：一4(Y

≠o)，则G点的轨迹方程为．f1 2+y2一音(y@O)．

示例5添加条件“么AB(、一2么ACB”，则可求

(If一÷)2得A点轨迹方程为双曲线的左支÷一景一1
9 3

(．r<÷，且y≠0)，所以G点的轨迹方程为

=≠一等⋯，<吾，且y矧．
9 3

示例6添加条件“AABC面积为定值S”，则

可求得A点轨迹方程为Y一詈和Y一一詈，所以G
q G

点轨迹方程为y一詈和j，一一鲁．

示例7 添加条件“A点在曲线Y一3‘上移

动”，则可求得A点轨迹方程为Y=33。．

示例8 添加条件“A点在曲线Y—sinr上移
1

动”，则可求得A点轨迹方程为y一÷sin3．f’(y≠o)．
O

设计意图：(1)将上述条件中的数字抽象成字母

条件，如案例4中将条件抽象为么A一口(0<口<丌)，

则A点轨迹将是两段圆弧．(2)若条件抽象为

k彻·k州一m(埘≠0)，则要对m的情况进行分类讨

论，可以留给学生进一步思考．(3)本题的开放性思

考实际上是对平面解析几何相关内容进行梳理、总

结或提炼，上述示例只体现其中的一小部分．

2．3评价创新思维的闪光点

培养学生的创新意识是时代赋予数学教育的重

要功能，数学结构不良问题为学生提出新想法、新解

法、新结论和新思维打开新的空间，创造这种情境有

利于发现学生思维的闪光点．

案例5 四棱锥上提问题，发散思维显智慧

问题如图l，底面为菱形的四棱锥P-ABCD，

PAj-平面ABCD。么ABC=等，PA—AB．在此空间
0

几何体中，提出一个直线与平面所成角问题和平面

与平面所成角问题并解之．

分析：

提出的问题示例如下．

(1)PC与平面PAD所成角的正弦；

(2)PD与平面PAC所成角的正弦；

(3)若G为PC中点，求BG与平面PAB所成

角的正弦；

(4)平面PCD与平面ABCD所成二面角的正切；

(5)平面PCD与平面PAD所成二面角的正切；

(6)平面PBC与平面PCD所成二面角的余弦．

问题解决

(1)突出“一作、二证、

二三计算”的方法，取AD中

点为E，联结CE，因为CE

上AD，CE上PA，ADn PA

—A，所以CE上平面口

PAD，又四边形ABCD为

菱形，么ABC一等，故A(、

图1

一CD，另PA上平面ABCD，CEc平面ABCD．所

以么CPE为PC与平面PAD所成角，sin么CPE一

旺一譬AB一幅
CP ff2AB 4‘

(2)联结AC与BD交于点0，PA上面ABCD，
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又DOC面ABCD，PA上DO，四边形ABCD为菱

形，所以DO上AC，ACn PA=A，DOj_面PAC．所

以么DPO为PD与平面PAC所成角，sin么DPO=

0D一,丁／gAB一佰
PD娩AB 4。

(3)如图2，过G作

GH垂直平面PAB于H

点，联结BH，则么GBH为

BG与平面PAB所成角，
1

由VoeaB—VBP4G，即÷× ，i

1

GH×S△P^B一÷×B0× 图2

BH2+DH2一BD2—1园丁1矿
AB2+7AB2—3AB2

5

2 X 7AB2
7

|’

，) 图4

SAPAG N12．1 GH×lAB2一百1×,丁／gAB×ABz，GH=

图5

设计意图：我国教育家陶行知先生写过一首诗

《每事问》：“发明千千万，起点在一问，禽兽不如人，

过在不会问，智者问的巧，愚者问的笨，人力胜天工，

只在每事问．”[41在教学评价中引入提问环节，是评

价创新思维的良好载体．

‘T厄AB．又BC,：=PBz+PGz一2PB×PG×c。sABPG 3 新高考数学结构不良问题的教学途径

一2AB2+虿1膨一2厄AB×譬AB×瓣2+2--1一
AB2，所以BG=AB商n么GBH=G洮H一年．

触“：翟嚣3’羔c骗 ，瓤PEAE PE ／点为 ，联结 ， ，则 ；姝

懋ABCD爨茎B缕／／"PEA PA 。
面 所成二面角的平 4 ＼＼＼

面角，。an 一—而一。左： i夕彳
}、L乜 11

f、

每AB
3’

平N PAD所成二面角的平面角，cF一雩AB，在
APAD中，AFGD co APAD，所以丽FG一面FD一

麦，FG一辱AB,tanZCGF一雨CF一万．

角．NSb BH×PC=BC×厄下，NI．x BH
=DH一全呈型主竺一正AB，啷么BHD一／-4-42AB 2v‘ 一

3．1为问题解决提供多种可能

案例6根据给定部分条件，添加一个条件，提

出一个有意义的数学问题．

问题 AABC的内角么A，么B，么C的对边分别
一 E

为乜，6，c，已知cos2(7兀-+A)+co蛆一÷．(1)求么A．
厶 ‘士

完成问题(1)的求解，在问题(2)中添加一个条

件，提出一个有意义的数学问题．

分析：

提出的问题示例如下．
斤

①若b--c一半日，证明：△ABc是直角三角形．

②若么B一45。，a一2，求b，C．

③若cosB一√57-，6一生尘，求zSABC的面积．
u 0

④若a一2√3，△ABC面积为√3，求△ABC的

周长．

⑤若△ABC的面积为5√3，b=5，求sinBsinC

的值．

⑥当sinB+√可sin(C--要)取得最大值时，试判

断△ABC的形状．

⑦若2a—b+C，且△ABC的外接圆半径为1，

求△ABC的面积．

⑧若AB一3，AC边上的中线BD的长为~／13，

求△ABC的面积．

⑨已知a一3，求△ABC周长的取值范围．

⑩已知△ABC的面积为3√3，求△ABC周长

的取值范围．

(下转第8l页)
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C点为图形展开前图中的C点)．

如图12，联结()G，并过G点作GF-LAD，垂足

为F，由题可知OG—OC=Z，GF—h，OB=b，由AD

的长为a得展开后的线段AD—a．设线段GC的长

为．h则GC的长也为‘r，由母线长为z可求出

么COG．作BE上(_)G，垂足为E，因为OB一6，可由三

角函数求出()E和BE，从而得到GE，利用勾股

定理表示出BG．接着由FD—CG一．h得到AF一

^ f：H 1)

图12

(上接第55页)

设计意图：教学中，通过对i角形各元素的分

析，增加一个条件，提出一个新的数学问题，既可以

将解三角形知识体系完整复习一遍，又赋予创新意

识的观察与锻炼．

3．2营造数学思维创新、创造的环境

给定一些限制条件来提出一个有意义的数学问

题，即命制数学题，需要学生既懂得相关的数学概

念，又能够创造性地提出有意义且数学思维层次较

高的数学问题，真正体现学生的数学素养．

案例7给定一个隐藏着奇偶性与单调性的具体

函数厂(．t)，构造不等式厂(g(．f’))>(或<或≥或≤)．f(h

(．r‘))，需要应试者首先判断给定函数的奇偶性与单调

性，然后利用函数的奇偶性与单调性求解不等式．

分析：
1——』o

示例1 设函数厂(．f，)一二÷一．r’则不等式
二

厂(1一．r2)+厂(j．r一7)dO的解集为

示例2 设函数厂(T)一21n(．￡1+~／．f’：+1)+

3．fo(一2<．r<2)，则不等式厂(2．f’)+厂(4．f’一3)>0

的解集为 ．

示例3 设函数f(．f‘)一2019。一2019。+

log：叭。(~／．t’2+l+．f’)+2，则关于．f’的不等式f(3．r

+1)+厂(．f’)>4的解集为

设计意图：(1)检测应试者对函数奇偶性、单调

性概念的理解力；(2)检测应试者的逻辑推理与运算

能力；(3)检测应试者的数学语言表达能力．总之，以

检测应试者的数学核心素养为基本点．

&一．r’利用勾股定理可以求出AG，将AF，BE相加

即得到AH．将EG，GF相加即得到HB．因为两点

之间线段最短，所以A，G，B三点共线，利用勾股定

理可以得到AB!一AH
2 4-BH2，进而得到关于．r的

方程，即可解出．h将_的值回代到BG和AG中，

求出它们的和即可得到最短路径的长．

教师提问：你能看出本解法的问题所在吗?

(解析从略)．

在解题中摆脱简单接受教师或其他资源的解

释，更多关注批判性反思，如方法是如何被发现的，

为什么步骤是按照所呈现的方式组织的等．这只是

批判性思维的初级阶段．批判性思维形成的最终目

标是在自学和后续学习过程中，基于深刻的思考和

判断，主动地、习惯性地提出相关的批判性问题，如

是否所有条件都是必要的，问题能否以不同的方式

解决，解决方案是否可行等．在整个学习过程中，需

要不断问“为什么”和“如何去做”，如定理是如何推

导出来的，为什么选择这种方法等．学生批判性思维

的培养任重而道远．

评价水平：

(1)能够在熟悉的情境中，用归纳或类比的方法

发现数量或图形的性质，数量关系或图形关系；

(2)能够对与已学知识有关联的数学命题，通过

对其条件与结论的分析，探索论证的思路，选择合适

的论证方法予以证明，并能用准确的数学语言表述

论证过程；

(3)能够掌握常用逻辑推理方法的规则，理解其

中所蕴含的思想，对于新的数学问题，能够提出不同

的假设前提，推断结论，形成数学命题．

开发数学结构不良问题有j种教学途径．一是

从命题角度，在探究数学结构良好问题的求解中，转

化为结构不良问题，以扩大数学思维空间，有利于培

养学生的发散性思维．二是从解题角度，对于命题的

初始状态、目标要求和算法进行充分的思考，让学生

学会系统地思考解决数学问题．i是从评价角度，给

予不同数学思维水平的学生更多的选择，使学生在

求解成功中获得幸福感。提高学习数学的兴趣与自

信心，从而提升学生的数学核心素养．
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