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圆锥曲线问题解答中的失分原因探究
◉福建省永安市第一中学　江　冰

　　

１引言　　

圆锥曲线问题是考查学生运算推理、化归转化等

能力的有效载体,是历年高考的必考内容．学生在处理

问题时常因各种原因导致失分,笔者将这些问题进行

汇总,整理出几种较为普遍的失分原因,并举例说明,

供同行们参考．

２失分原因

２．１缺失检验

例１　 已知双曲线C:x２－
y２

２＝１．

(１)求双曲线的离心率;

(２)是否存在过点 A(１,１)的直线l与双曲线C
交于M,N 两点,且点A 为线段MN 的中点? 若存在

求出直线方程,若不存在请说明理由．
错解:(１)略;

(２)假设满足条件的直线l 存在,M (x１,y１),

N(x２,y２),利用点差法可得

２(x１＋x２)(x１－x２)－(y１＋y２)(y１－y２)＝０,

因为x１＋x２＝２,y１＋y２＝２,所以
y１－y２

x１－x２
＝２．所

以kl＝２,l的方程为y－１＝２(x－１),即y＝２x－１．
剖析:上述解法中在利用“点差法”求出中点弦的

方程之后,忽略了对直线与双曲线能否相交的检验．
在上述(２)的基础上,增加如下步骤:

将l 的 方 程y＝２x－１ 与 双 曲 线 方 程 联 立

y＝２x－１,

x２－
y２

２＝１,

ì

î

í

ïï

ïï
得２x２－４x＋３＝０．因为Δ＜０,所以满足

条件的直线l不存在．

２．２忽视定义

例２　已知 M －
６
２

,０
æ

è
ç

ö

ø
÷ ,N ６

２
,０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ,动点P 满足

|PM|－|PN|＝ ２．

(１)求动点P 的轨迹的方程;

(２)若直线l:y＝kx＋１与点P 的轨迹有两个不

同的交点A,B,求实数k的取值范围．

错解:(１)因为|PM|－|PN|＝ ２＜ ６,所以P

点轨迹为以 M,N 为焦点的双曲线:x
２

１
２

－y２ ＝１,即

２x２－y２＝１．

(２)将直线方程与曲线方程联立
２x２－y２＝１,

y＝kx＋１,{ 消

去y 可得(２－k２)x２－２kx－２＝０．
因为直线l与P 点的轨迹有两个不同交点,所以

２－k２≠０,

Δ＝４k２＋８(２－k２)＞０,{ 解得k２＜４,k２≠２．所以k 的

取值范围为－２＜k＜２,k≠± ２．
剖析:第(１)问出错原因是没有严谨把握双曲线

的定义:平面内到两个定点的距离之差的绝对值为定

值的点的轨迹,且该定值小于两个定点间的距离．本题

所给条件是|PM|－|PN|＝ ２＜ ６的点P 轨迹是以

M,N 为焦点的双曲线的右分支,所以点P 的轨迹方

程为２x２－y２＝１x≥
２
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

第(２)问出错原因是受到了第(１)问的牵连,直线

l和双曲线的右支有两个不同交点时,令 A(x１,y１),

B(x２,y２),则须满足

２－k２≠０,

Δ＝４k２＋８(２－k２)＞０,

x１＋x２＝
２k

２－k２＞０,

x１x２＝
－２

２－k２＞０,

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

进而可

得 －２＜k＜－ ２．

２．３遗漏判定

例３　已知双曲线x２－
y２

２＝１,过点A(０,１)作斜

率为k的直线l交双曲线于点P１,P２,问k取何值时,

０９
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线段P１P２ 的中点在直线x＝
１
２

上．

错解:l的方程y＝kx＋１,将其与双曲线方程联

立得
x２－

y２

２＝１,

y＝kx＋１,

ì

î

í

ïï

ïï
消去y 得(２－k２)x２－２kx－３＝０,

由题意２－k２≠０,令P１(x１,y１),P２(x２,y２),则x１＋

x２＝
２k

２－k２＝１,解得k＝－１± ３．故当k＝－１± ３

时,线段P１P２ 的中点在直线x＝
１
２

上．

剖析:消元后,方程(２－k２)x２－２kx－３＝０的判

别式为Δ＝４k２＋１２(２－k２)＝２４－８k２,由Δ＞０,得－

３＜k＜ ３,显然k＝－１－ ３时,判别式小于０,直线

与双曲线无交点．错解中因忽视了判别式的判定,产生

增解．正确答案为k＝－１＋ ３．

２．４用错方法

例４　椭圆的中心在原点,坐标轴为对称轴,直线

l１:y＝x＋１截椭圆所得弦AB 的长为２ ２,且直线

l２:x＋２y＝０过弦AB 的中点M,求椭圆的方程．
错解:由题意可知,椭圆的焦点可能在x 轴或y

轴上,故应分两种情况讨论如下:

当焦点在x 轴上时,椭圆方程为
x２

a２ ＋
y２

b２ ＝１(a＞

b＞０),将其与直线方程联立得
y＝x＋１,

x２

a２＋
y２

b２ ＝１,

ì

î

í

ïï

ïï
消去y,

整理之后,再由根与系数的关系及弦长公式、中点坐

标公式等,联立解得a,b的值;

当焦点在y 轴上时,椭圆方程为
x２

b２ ＋
y２

a２ ＝１(a＞

b＞０),同理解得a,b的值．
剖析:上述方法求解中运用了分类讨论法,运算

量较大,易出错,不是解决此类问题最好的方法．正确

解法如下:

据已知条件令椭圆的方程为
x２

m ＋
y２

n ＝１(m＞０,

n＞０),将 直 线 方 程 与 其 联 立 得

y＝x＋１,

x２

m ＋
y２

n ＝１,

ì

î

í

ïï

ïï
消 去y

整理后可得(m＋n)x２＋２mx＋m－mn＝０．
令A(x１,y１),B(x２,y２),由根与系数的关系知

x１＋x２＝
－２m
m＋n

,x１x２＝
m－mn
m＋n

,由 AB ＝２ ２,可得

AB ＝ ２× (x１＋x２)２－４x１x２ ＝２ ２,即

m２n＋mn２＝m２＋３mn＋n２ ①

又弦AB 中点 M －m
m＋n

,n
m＋n

æ

è
ç

ö

ø
÷ ,而 M 在直线x＋

２y＝０上,故 －m
m＋n＋２

n
m＋n＝０,即 m＝２n．将 m＝２n

代入①式可得m＝
１１
３

,n＝
１１
６．

所以所求的椭圆的方程为
３x２

１１＋
６y２

１１＝１．

２．５选错方向

例５　已知椭圆C:x
２

a２＋
y２

２＝１(a＞ ２)的离心率

为
２
２

,左、右顶点分别为A,B,点 M 是椭圆C 上异于

A,B 的一点,直线AM 与y 轴交于点P．
(１)若点P 在椭圆C 的内部,求直线AM的斜率

的取值范围;

(２)设椭圆C 的右焦点为F,点Q 在y 轴上,且

AQ∥BM,求证:∠PFQ 为定值．

错解:(１)x
２

４＋
y２

２＝１(过程略)．

(２)设 M(x０,y０),则
x２

０

４＋
y２

０

２＝１．已知A(－２,０),

所以直线AM 的斜率为
y０

x０＋２
,故直线AM 的方程为

y＝
y０

x０＋２
(x＋２),当 x＝０ 时,y＝

２y０

x０＋２
,即 点

P ０,２y０

x０＋２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

直线BM 的斜率为
y０

x０－２
,因为AQ∥BM,所以

直线AQ 的斜率也是
y０

x０－２
,所以直线 AQ 的方程为

y＝
y０

x０－２
(x＋２),当 x＝０ 时,y＝

２y０

x０－２
,即 点

Q ０,２y０

x０－２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

由余弦定理得cos∠PFQ＝
|PF|２＋|QF|２－|PQ|２

２|PF|􀅰|QF|
,

进而需求|PF|,|QF|,|PQ|的长度．因计算繁琐,使

解题无法继续．

１９
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第一

r2，4(z)=1

第1二条

咏班辱一詈

纱＼

r。(z)=斋
卢1

r，(z)2专
A：(4．14，0．81)

z

R．，，只／1仁1 nn、
　　　

剖析:π
６

,π
４

,π
３

虽然是我们熟悉的角,但在圆锥

曲线中这些角并不特殊,要证某一角为定值,这个角

除了
π
２

以外,别无他选．因此欲证∠PFQ 为定值,可利

用kFP􀅰kFQ ＝－１,或FP→􀅰FQ→＝０,进而明确了解题

的方向．第(２)问的正确解法如下:

设 M(x０,y０),则
x２

０

４＋
y２

０

２＝１．

已知A(－２,０),所以直线AM 的斜率为
y０

x０＋２
,

故直线AM 的方程为y＝
y０

x０＋２
(x＋２),当x＝０时,

y＝
２y０

x０＋２
,即点P ０,２y０

x０＋２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

直线BM 的斜率为
y０

x０－２
,因为 AQ∥BM,所以

直线AQ 的斜率也是
y０

x０－２
,所以直线 AQ 的方程为

y＝
y０

x０－２
(x＋２),当 x＝０ 时,y＝

２y０

x０－２
,即 点

Q ０,２y０

x０－２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

因为F(２,０),所以FP→＝ － ２,２y０

x０＋２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ,FQ→＝

－ ２,２y０

x０－２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ,FP→ 􀅰 FQ→ ＝ － ２,２y０

x０－２
æ

è
ç

ö

ø
÷ 􀅰

－ ２,２y０

x０＋２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝２＋

４y２
０

x２
０－４＝

２x２
０＋４y２

０－８
x２

０－４ ．

又２x２
０＋４y２

０－８＝０,所以FP→􀅰FQ→＝０,即∠PFQ

＝
π
２

,为定值．

３结束语

总之,错误并不可怕,只要我们能够弄清楚错误

的类型,探究出错误的原因,严谨思考、规范解答,即

可将错误消灭在萌芽状态．Z

􀤅􀤅􀤅􀤅􀤅􀤅􀤅􀤅􀤅􀤅􀤅􀤅􀤅􀤅􀤅􀤅􀤅􀤅􀤅􀤅􀤅􀤅􀤅􀤅􀤅􀤅􀤅􀤅􀤅􀤅􀤅􀤅􀤅􀤅􀤅􀤅􀤅􀤅􀤅􀤅􀤅􀤅􀤅􀤅􀤅􀤅􀤅􀤅􀤅

(上接第８７页)
在第一象限内各个函数图象的变化趋势,如图１１．

图１１

由图１１可知,当β≤x＜(２＋２ ３)时,即在第一

条和第二条垂线之间,五个函数的函数图象变化为:

r１(x)＜r３(x)≤r５(x)＜r２(x)＝r４(x)．所以当βx≤

y＜(２＋２ ３)x 时,r１＜r３≤r５＜r２＝r４．

当x≥(２＋２３)时,即从第二条垂线往右,五个函

数的函数图象变化为:r１(x)＜r３(x)＜r４(x)＝r２(x)≤

r５(x)．所以当y≥(２＋２ ３)x 时,r１＜r３＜r４＝r２≤

r５．

方案六:把矩形木板碾碎,高温压成一个等厚度

的圆面,则捏出的圆面半径为r６＝
xy
π

,显然方案六

求出圆的半径是这六种方案中最大,因为所有木板废

料都利用上了．

３结束语

本文的研究结果表明一个矩形长与宽的比例不

同时,各个方案切出最大圆面是各不相同的,切出最

大圆的优化策略也不同,六种方案的优劣情况随着矩

形的长与宽的变化而变化,优化结果的多样性也是值

得品味的．值得注意的是每个方案中的各半径函数都

是连续函数．Z

２９
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