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基子“自治自动”的数学教学实践与思考
——以“解三角形复习课"为例”

戚有建(江苏省扬州中学225009)

摘要：“人格健全，自治自动”是扬州中学沿承百年的教育主张．文章以一节公开课“解三角形复习课”

为例，谈如何继承和发扬“自治自动”的教育主张，如何将“自治自动”的教育主张与数学教学融合起来．
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1 问题提出

上世纪二十年代，美国著名教育学家、心理学家

杜威首先提出了“自治自动”教育思想，并于

1919—1921年间来华访问和讲学．受杜威先生影

响，陶行知、朱自清成为“自治自动”教育思想的积

极传播者和实践者．陶行知先生撰文《学生自治问题

之研究》对“自治自动”进行阐述：学生自己管理自

己，自我评价，自己发挥主观能动，实现自我成长．朱

自清先生的教育理念集中体现在他给母校扬州中学

谱写的校歌中：“人格健全，学术健全，相期自治与自

动，欲求身手试英豪，体育须兼重．”“人格健全，自治

自动”也成了扬州中学沿承百年的教育主张．作为

扬州中学的一名教师，笔者也在努力继承和发扬这

一教育主张，并且将其与数学教学融合起来，充分发

挥学生的主体作用，促进学生数学思维的提升，逐步

实现用数学的眼光观察世界，用数学的方法研究世

界，用数学的语言表达世界．

为了践行“自治自动”，笔者以“解三角形复习

课”为题上了一节公开课，授课对象是扬州中学高

一理科重点班的学生，他们基础扎实、思维敏捷、积

极性高，有较强的合作精神和探究能力．本节课的设

计定位是“问题由学生提、思路由学生想、方法由学

生说、反思由学生悟”．新颖的教学设计、丰富的数学

活动，催生了精彩的数学课堂，取得了良好的教学效

果，受到听课教师们的一致好评．

2 教学案例

2．1 基本构想

解三角形是由已知的边角确定未知边角元素的

过程．而正、余弦定理的作用就是将边角间的关系数

量化，从而构建方程(或方程组)，因此方程思想是解

三角形的关键．如果已知的方程个数比未知的边角

元素个数少，这样就变成不确定三角形，此时就可以

研究三角形中的最值(范围)问题．

2．2 教学过程

(1)学生自治自动提出问题

情境 三角形的6个元素(3条边和3个角)中

知道几个就能解三角形?有哪些类型?

意图 此情境帮助学生回忆正、余弦定理的内

容，思考正、余弦定理的作用及解三角形的几种常见

类型．

问题 在△ABC中，已知6—7，B一60。，

，求 ．(请填一个条件，然后解答问题)

意图 以开放题的形式呈现，让学生自己填写

条件解答问题，可以激发学生兴趣，启发学生思考，

让学生学会自己提出问题，从而实现自治自动，提升

数学思维．

教学中，学生首先想到的是下面两种方案：给角

求边、给边求角．学生根据这两种方案很容易编题，

例如下面的题目1、题目2．

题目1 (给角求边)在△ABc中，已知6—7，
2

B一60。，sinA一÷，求口．(答案：2√3)

题目2 (给边求角)在△ABC中，已知6—7，

B一60。，以一8，求sinA．f答案：华1
(2)学生自治自动分析问题

追问 比较题目1和题目2，哪个问题值得进

一步研究(哪个问题复杂点)?为什么?

意图 启发学生进一步深入思考，体会这两类

问题的差异，虽然都是用正弦定理处理，但是题目2

中三角形可能会有两解．此时学生很自然地会想到

编写这方面的题目，例如下面的题目3、题目4．

*本文系江苏省十三期教研课题“指向数学思维的高中‘自治自动’教学研究”(编号：2019JKl3一L319)的阶段性研究成果．
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题目3(判断三角形有几个解)在△ABC中，

已知6—7，B一60。，口一8，判断△ABC有几个解?

(答案：2个解)

题目4(判断三角形有几个解)在△ABC中，

已知6—7，B一60。，n一5，判断△ABC有几个解?

(答案：1个解)

教学中还有学生想到了给边求边，例如：

题目5 (给边求边)在△ABc中，已知6—7，

B一60。，口一8，求f．(答案：3或5)

解析 本题可以用正弦定理处理，也可以用余

弦定理处理，可启发学生体会其中的差异．实际上用

余弦定理简单，因为它将原问题转化为二次方程问

题，如果用正弦定理，则转化为三角方程问题，而且

解题步骤会多一些．

教学中，还有学生想到了给面积求周长，或者给

周长求面积，例如下面的题目6、题目7．

题目6 (给面积求周长)在△ABC中，已知
1_厅

6—7，B一60。，s一旦等，求△ABc的周长．(答
吐

案：17)

题目7 (给周长求面积)在△ABC中，已知

6—7，B一60。，周长为17，求△ABc的面

积．f答案：旦全)
、 吐 ，

解析 题目6、题目7旨在帮助学生体会正余

弦定理的作用是将边角问的关系数量化，从而构建

方程(或方程组)，而在具体处理方程时可以一解到

底，也可整体处理、设而不求．

(3)学生自治自动解决问题

学生的主动性被激活了之后就愿意思考、乐于

思考．以上面的题目3为例，在“有几个解”这个重难

点上，学生经过思考想到了很多好的解法：

解法1(交轨法)先作么B一

60。，然后在一条边上取BC一8，

再以C为顶点、7为半径画圆

(图1)，因为圆与么B的另一条边有

两个交点，所以△ABC有2个解．
B

解法2(估算法)由_与一
图1

_鱼i得。in A一生孕．当A为锐角时，A∈

(詈，号)，符合要求；当A为钝角时，A∈(号，孥)，
符合要求．所以△ABc有2个解．

解法3(余弦定理法)在△ABC中，由余弦定
坪得c2—8f+15—0，解得f一3或c一5，所以△ABC

有2个解．

(4)学生进一步提出问题

如果已知的方程个数比未知的边角元素个数

少，则三角形不确定，此时就可以研究三角形中的最

值(范围)问题．例如下面的题目8、题目9．

题目8 在△ABc中，已知6—7，B一60。，求

s△ABc的最大值．(答案：塑#)
题目9 在△ABc中，已知6—7，B一60。，求

△ABC周长的最大值．(答案：21)

题目9实际上可以归结为题目8，题目8的处理

方法很多．

解法1 构建基本不等式求最值

s△A嬲一去nc．sin B』字口c，由余弦定理得a z+

c 2一以c一49，又由基本不等式得49一口2+c2一以c≥

以。，故n。≤49，所以s△ABc一牟口。≤塑竽(当且仅
当以一c一7时取等号)，所以S△ABc的最大值

为竿．
解法2 构建目标函数(三角函数)求最值

由正弦定理得纛一未≥一若，故n—SlnA S1n L／ ．，2

争知一》c，所以s一一扣．si椰一
学s¨sin c一竿M2A一詈)+丢]，所以J b ＼ b／ Z

当A一要时，s△ABC的最大值为塑尘．
解法3 借助轨迹求最值

由于6—7，B一60。，所以动点B的轨迹为一段

优弧，移动点B不难发现，当△ABC的高最大时，对

应面积最大，此时△ABC是等边三角形，所以s△ABc

的最大值为塑尘．
3 教学思考

3．1“自治自动”是践行课标理念的有效途径

新课标强调，教师要更新教育观念，改变教学方

式，让学生由被动学习转变为主动学习，由被动接受

者转变为主动建构者．而自治自动的教育主张可以

充分发挥学生的主体性，帮助学生自己主动发现问

题、分析问题、解决问题，并且能及时地对自己的思

维过程进行自我调控．自治自动可以促进高中数学

教师教学方式和教学理念的转变，实现教学策略的
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新版教材体系下独立事件的再认识

吴明德(江苏省泰兴市第一高级中学225400)

摘要：新版苏教版高中数学教材将相互独立事件移到了条件概率之前．面对新变化的应对措施是增加

实例强化感性认识，突出独立事件的概率等式的判断效用，加深概念的理解；通过探讨事件的独立性具有相

互性，凸显直接用积事件的概率来定义独立事件的优势；透过条件概率看独立事件，给出并灵活运用判断独

立事件的多种方法．

关键词：独立事件；相互独立；条件概率；高中数学

文章编号：1004—1176(2022)02—0024—02

新版苏教版高中数学教材先讲独立事件后讲条

件概率，改变了旧教材中演绎推理给出定义的方式，

在逻辑上是不顺的；改用举例归纳的方法给出独立

事件的定义，学生不易理解和掌握，在教学上是有挑

战的．这些改变，需要我们认真应对．

1 多举实例增加感性认识

苏教版新教材必修2中通过具体事例这样给出

随机事件A与B相互独立的定义：对于两个随机事

件A与B，如果P(AB)一P(A)P(B)，那么称事件

A，B为相互独立事件．人教版由积事件的概率给出

定义，侧重于事件的相互独立性是特殊的事件关系，

抽象程度高；苏教版则降低抽象度，增加了一种直观

判断方法，即分别计算事件A发生、不发生时事件B

的概率，若相等就独立，若不相等就不独立．

需要指出的是，既然事件的独立性是概率下的

等式判断，因而这种独立性更准确的名称应该是“概

率独立性”，不能把事件间没有影响或事件的结果没

有影响等同于概率没有影响．凭生活经验，学生可以

判断一些简单事件的独立性，在直观理解无法判断

事件的独立性时，定义中的概率等式就需担当大任

了，相对于定义的等式判断，直觉判断的有效性显然

是很弱的，有时甚至是错误的．

总体来说，将独立事件提到条件概率之前讲授，

由于缺少表象的支撑，直观感知少，学生的可接受程

度相对较低．我们专门做过调查，在2 512名四星级

高中高一学生中，表示自己完全认可独立性定义、感

觉自己深刻理解概念的人不足50％，在2 371名普

通高中高一学生中这一比例更低，只有29％．相较

而言，定义的必要性好理解一些，而定义的充分性则

不太容易接受．

反思教学过程，我们不能因循守旧，只抱怨教材

的改变，更不应期望等学习了条件概率后串联起新

旧知识，化解学生的困惑．正确的做法是要重视相互

独立事件的概念教学，适当增加实例情境让学生加

深感受，突出独立事件的概率等式，加深概念的理解．

2 对“事件的独立性具有相互性”的解读

首先，由独立性的定义，显然可得到A与B独

立，即为B与A独立．下面，我们从条件概率的角度

改进，从而促进高中生数学学习方式的转变，实现数

学思维能力的提升．

3．2 要努力培养学生发现问题和提出问题的能力

新课标中明确提出了“四基”和“四能”两大课

程目标，“四能”具体是指提高学生从数学角度发现

和提出问题的能力、分析和解决问题的能力．爱因斯

坦曾指出：“发现一个问题往往比解决一个问题更重

要，因为提出新问题，需要创造性的想象力”．顾明远

教授说：“新世纪的教育要求学生独立思考，敢想敢

做，勇于创新，不能提出问题的学生不是一个好的学

生”．可见，发现问题和提出问题是创新的开始．教学

中，教师可以从问题的联想和类比、问题的延伸和推

广等方面启发学生去发现问题和提出问题．

3．3 要让学生经历探究的过程。体验过程的艰辛

教学方式、学习方式的转变是新课标的本质要

求，新课标倡导通过各种形式的数学活动，让学生亲

身体验数学知识的发生、发展和形成过程．波利亚说

过“学习任何知识的最佳途径都是由自己去发现，因

为这种发现理解最深刻，也最容易掌握其内在规

律”．现在的学生都是在“顺利”中长大的，生活中缺

乏挫折和磨练，而通过一些“不顺利”的数学探究之

路，可以让学生对探究历程的艰辛有深刻的认识，对

科学道路的曲折有深刻的理解，同时也能培养学生

坚强的毅力与不服输的精神．
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