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编者按：为密切编辑部与中学的联系，本刊编委第26次“走进课堂”，于2021年10月20日赴常州市第五中学听课

交流．常州市第五中学创办于1906年，2000年通过国家级示范性普通高中省级验收，2008年被评为江苏省四星级高中．

学校历百余年变迁，始终与时代共命运、与社会同呼吸，始终秉承“诚敬”校训，始终铭记“培植地方青年、养成有用人才，

服务社会，担任复兴国家重任”的办学传统，积极践行“诚敬知行悦美臻善”的办学理念和“综合发展、文理兼修、艺术见

长”的发展策略，努力“为现在创造富有意义的校园生活，为未来创造丰富多元的美好可能”．

基于教材，扎根课堂，发展学生的思维能力
——“双曲线及其标准方程"课堂实录与反思
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中学数学学科带头人．2010年获江苏省中学数学青年教师

基本功大赛二等奖，2017年课例“圆与圆的位置关系”被评

为教育部“一师一优课、一课一名师”活动“优课”，2021年在

《江苏省名师空中课堂》指导了6节课．在省级以上刊物上发

表论文十多篇．

1 学情分析

教学对象是四星级高中的高二普通班学生，基

础知识、自主学习能力、运算能力和综合运用知识解

决问题的能力都为中等．

2教学内容分析

所用教材为人教A版选择性必修第二册[1]，教

学内容是“3．2．1双曲线及其标准方程”，它是在学

生学习了椭圆及其标准方程、几何性质之后，继续学

习的第二种圆锥曲线，也为抛物线的学习作铺垫和

方法引导，因此起到了承上启下的作用．

教学目标(1)经历双曲线轨迹的探索过程，体

验双曲线的形状特征，并归纳其定义；(2)经历双曲

线标准方程的推导过程，并能根据条件求标准方程，

能解决一些简单的实际应用问题；(3)通过定义及标

准方程的挖掘与探究，进一步体验类比、数形结合、

等价转化等思想方法的运用，提高观察、归纳、探究

等能力．

教学重点理解和掌握双曲线的定义及其标准

方程．

教学难点 双曲线标准方程的推导及变形化简

的等价性问题．

3过程实录

3．1师生共同探究

在直线Z上取两个定点A，B，P是直线Z上的动

点．在平面内，取两个定点F。，F：，以点F，为圆心、

线段PA为半径作圆，以点F：为圆心、线段PB为半

径作圆．

·探究1 当F。F：<AB时，(1)点P在线段

AB上运动时，两圆交点的轨迹是什么?(2)点P在

线段AB外运动时，存在交点轨迹吗?

师：(让学生自己阅读前提和探究问题，但是反

应不明显，教师给出提示)我们来分析一下这个问

题，交点M是需要研究的动点，F。，F：是两个定点，

结合前面所学的知识，你能猜想交点M的轨迹吗?

师：椭圆定义中的确涉及 ，一～。

“动点到两定点的距离”，那这 ，，77／)攀、、
里是不是椭圆呢? {孑吲 ，：

生2：我发现MF，+MF。 、、 -筇厂

是一个定值，这个和等于PA+
⋯

PB—AB，而且AB是一个 一1

常数．

师：非常棒!但你再想想满足刚才的条件就能

说交点M的轨迹是椭圆了吗?

生3：还要满足定值AB>F，F。．

师：这样根据椭圆的定义就可以说明交点M的

轨迹是以F，，F：为焦点的椭圆(教师用GeoGebra动

态演示，如图1)．再看第(2)问．

生4：点P在线段AB外运动时，两圆半径差的

绝对值为AB，大于圆心距F，F：，所以两圆是内含

万方数据



2022年第2期 中学数学月刊 · 43 ·

关系，没有交点．

·探究2 当F，F：>AB时，(1)点P在线段

AB上运动时，存在交点轨迹吗?(2)点P在线段

AB外运动时，两圆交点的轨迹是什么?

生5：点P在线段AB上一一!⋯一4 旦￡⋯一一

运动时，两圆半径和为AB， ／’一～’、、

小于圆心距F。F：，所以两 ／ 、、

网是外离关系，没有交点． j 翻￥
师：(第(2)问学生不会j F· iq厶

处理，教师用GeoGebra(下 、、
，，7‘

称(ⅪB)动态展示，如图2) 、、一～一／。
交点M的轨迹是双曲线．而 图2

且当点P在线段AB的延长线上时，交点M的轨迹是

双曲线的右支，当点P在线段BA的延长线上时，交点

M的轨迹是双曲线的左支．两支合起来叫做双曲线．

师：生活中的双曲线也很常见，如电厂冷却塔、

花瓶、法拉利主题公园的外轮廓线都用到了美丽的

双曲线．本节课我们的研究对象就是双曲线．

3．2 建构数学

·研究曲线的一般过程

师：请回忆解析几何中研究曲线的一般过程．

生6：先探求曲线的定义，然后根据定义推导曲

线的方程，再根据方程研究曲线的几何性质．

师：这里体现了解析几何的基本思想，利用代数

方法研究几何问题．

·双曲线的定义

师：你能借助探究2中的第(2)问给双曲线下个

定义吗?

生7：MF，MF：是定值，等于PA PB—AB，

且AB是一个常数．

生8：这只是动点M在双曲线的右支满足的条

件，动点M在双曲线的左支时，应该是MF： MF，一

PB PA—AB，且AB是一个常数．

生9：还要满足AB<F。F。．

师：大家说得非常好．总的来说，双曲线的定义

是“平面内与两个定点F，，F：的距离的差的绝对值

等于非零常数(小于F。F。)的点的轨迹叫做双曲

线”．两个定点叫做双曲线的焦点，两焦点问的距离

叫做焦距．

师：若设定义中的非零常数为2以(“>o)，则双

曲线用集合的语言可以怎么表示?

生lo：P一{M MFl—MF2 I一2“，o<

2“<FlF 2}．

·双曲线的标准方程的推导

师：你能类比求椭圆的标准方程的过程，求出双

曲线的标准方程吗?

生11：“建设限代化”：第一步要建系，第二步设

点，第三步列限制条件，第四步代入坐标，第五步

化简．

师：很熟练，具体怎么操作?

生12：第一步，由于双曲线具有对称性，直线

F，F。是一条对称轴，线段F。F。的中垂线也是一条

对称轴，所以以直线F。F：为T轴，线段F，F：的中

垂线为y轴，建立平面直角坐标系工’0秒．第二步，设

M(T，y)是双曲线上任意一点，双曲线的焦距为

2c、(f>o)，那么焦点F，，F：的坐标分别为(f，o)，

((，o)．第三步，I MF，一MF：l一2“(o<2(z<2(’)．

第四步，J~／(z+f)2+y2一√(T—f)2+y 2【一

2以①．第五步暂时没想出来．

师：大家动动手，试试看能化简吗?

(教师将大部分学生的两种化简方案投屏)

方案1 (直接平方)①式两边平方，得[(z+

f)2+了2]+[(j1一(、)2+y2]一2√(z+f)2+y2·

~／(T c)2+y2—4＆2(投屏第一位学生的问题是

根号不会处理，教师提醒观察两个中括号中式子的

形式，发现可以用平方差公式，继续投屏用平方差公

式的第二位学生的过程)，所以2(z2+y2+r 2)

2~／[(工12+y2+(’2)+2凹][(j12+y2+(’2)一2(z]一

缸2，故02+y2+f2)盈2一√(Lr2+y2+f2)2一缸222②，

再平方后整理得(f
2

醴2)奠’2 n2了2一以2(f2 血2)③．

由双曲线定义得2r>2＆≥r>cz．类比椭圆方程的

简洁化方法，令6 2一f
2

改2(6>o)(教师让学生课

后尝试在了轴上找一点B，使oB一6)，则有6 2z 2一
下2 1，2

Ⅱ2y 2一以262，即鲁一鲁一1(以>o，6>o)④．
“ ，，

师：上述过程严密吗?

生13：两次平方，可能会扩大范围，导致变形不

等价．不过第一次对方程①的平方是等价的，因为

方程①的左右两边都是正数．第二次对方程②平方

就不知道了．

师：方程②主要是左边式子不知道正负，那只

要知道T 2或y2的范围就可以了，哪里可以求出它

们的范围呢?
一2 ．．2 ～2 ．．2

生14：根据④式与一鲁一1≥与一1+缶≥
“ U “ U

1jz 2≥“2，所以(z 2+∥2+f)一2“2≥(；【2+y2+

f2—2以2一y2+(f2一Ⅱ2)>0．那么方程②的左边就

是正数，这表明方程②两边平方的变形是等价的．

方案2(分类平方)(投屏第三位学生的推导

过程)(1)双曲线右支MF，一MF。一2∞即
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~／(z+f)2+y2—2n+~／(z—f)2+y2①，所以

∞一以2一n√(z—f)2+∥2②，两边平方后整理得

(c2一以2)z 2一以2y2一以2(c2一以2)③．令62一c
2—

1—2 1 J
2

n 2(6>o)，则有62z 2一n 2y2一n262，即》一紊一
1(口>0，6>0)④．

师：分类平方的确解决了方程①两边平方的变

形等价性问题，但方程②左边不知道正负啊?

生15：根据④式署一茅一1≥吾一1+等≥
1≥z 2≥以2，因此双曲线右支上的点满足z≥口．那

么②式的左边就是正数．

(2)双曲线左支MF。一MF。一2n，即

~／(z—c)2+y2—2a+~／(z+f)2+y2①，所以

cz—n 2一n~／(z—c)2+y2②，两边平方后整理得

(c2一以2)z 2一以2y2一口2(c2一以2)③．令62一c 2一

个2 1J
2

n2(6>o)，则有62z 2一n 2y2一n 262，即气一鲁一

1(以>o，6>o)④．根据④式乏一尝一1≥乏一1+
1y2

去≥1≥z 2≥a2，因此双曲线左支上的点满足

z≤一以．那么②式的左边就是正数，这表明②式两

边平方的变形是等价的．

师：推导双曲线左支方程还有其他方法吗?

生16：左支的方程①可以在右支的方程①中

“用一z代换z”得到．

生17：可以根据双曲线关于∥轴对称，只需在

④式中用一z代换z．

师：根据上述推导，双曲线上任一点M(z，y)

坐标都满足方程④；又由于上述推导过程都是等价

可逆的，那可以说明，以方程④的解为坐标的点都

在双曲线上．那么我们称方程④是双曲线的方程，

这里我们仍然叫做标准方程．所以焦点在z轴上的
下2 1，2

双曲线的标准方程为=了一≥一1(n>o，6>o)．

师：那焦点在y轴上的双曲线呢?

生18：~／z 2+(y+c)2一~／z2+(y—c)2一

±2n，对比焦点在z轴上的方程，只需交换z和y，
1 J

2 个2

得到方程与一鲁一1(以>o，6>o)．

生19：z轴和y轴互换，再用一z代换z和用一
1 J

2 甲2

∥代换y，即与一鲁一1(以>o，6>o)．

师：根据双曲线的两种标准方程，如何判断焦点

的位置?

生20：当z 2系数为正数时，焦点在z轴上；当

y 2系数为正数时，焦点在y轴上．

3．3典型例题讲解

例1 已知双曲线的焦点F。(一5，o)，F。(5，o)，

双曲线上一点P到两焦点的距离差的绝对值等于

6，求双曲线的标准方程．(解答过程略)

师：求双曲线的标准方程时，需要关注什么?

生21：先定位，再定量．

例2 已知A，B两地相距800 m，在A地听到

炮弹爆炸声比在B地晚2 s，且声速为340 m／s，求炮

弹爆炸点的轨迹方程．(解答过程略)

师：本题让我们增强了轨迹思想．再思考一下如

何准确确定点P的位置?

生22：可以再增加一个观测点C，利用B，C或

A，C测得的时间差，求出另一个双曲线的方程，然

后两方程联立方程组，即可求得点P的位置．

练习 求适合下列条件的双曲线的标准方程：

(1)焦点在z轴上，以一4，6—3；(2)焦点在z轴上，
／／=下 、

经过点(一在，一万)，(!#，抠)；(3)焦点为(o，
＼ 5 ／

一6)，(o，6)，且经过点(2，一5)．

3．4 课堂小结(略)

4 三个版本教材中重难点处理方式的比较与

分析

备课时，参考了三个版本的教科书，除了人教A

版外，还有人教B版[2]以及新苏教版[3]．

4．1 双曲线情境引入方面

新苏教版从“拉链试验”引入；人教B版从“声音

时差测定位”实际问题再结合“拉链试验”引入；人

教A版是利用GGB工具综合椭圆和双曲线的定义

对比引入．

新苏教版从日常生活问题引入，直观且可操作

性强，提升了学生将实际问题抽象成数学问题的转

化能力，但说明不够清晰．比如，学生在实验中对“两

线段差为定值”的感受性较差，再如实际操作时，学

生根本画不出完整的一支双曲线，需要教师“强行补

画”，很是牵强，或者教师会播放拉链视频，硬是将

“学生的真感受”变成了“虚假的视频学习”．这些地

方都是需要师生在教与学中共同思考和加工．建议

类比椭圆的引入，仍然用一根定长细绳，加上一个可

动的闭合器，实际操作时就可以实现画出完整的曲

线．先将这根细绳折成等长两段，将其中一部分剪掉

一段，这样学生对“两线段差为定值”的感受性就会

很强，就是剪掉的那一部分(事实上，人教B版中就
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明确提出“将拉链截去一部分”)．然后将两端点固定

在画板上的两定点，再让学生把笔尖靠着可动闭合

器，画出拉开或闭合时的轨迹曲线．

人教B版中的“声音时差测定位”问题虽然是双

曲线的典型应用，但阅读量大，对学生的抽象能力要

求太高，作为情境缺失了“浅显性”，不利于提升学生

对新知的探究欲望．而这个问题结束后，又让学生做

“拉链试验”，显得有点累赘了．

人教A版利用GGB工具综合椭圆和双曲线的

定义对比引入的这种方式，朴实而不浮夸，不特意去

寻找效果不明显和晦涩难懂的实例，而是从学生熟

知的椭圆定义这个最近发展区人手，类比研究，对比

分析，利用GGB作出的双曲线美观严谨，体现数学

的简洁与美．而且在明确提出F。F。>AB的前提

下，学生很容易发现“两线段差就是定值”即线段

AB的长度．因此，这样的情境既有助于概念的产

生，又有助于学生对概念本质的理解．

4．2 推导方程难点处理方面

人教A版是先去掉绝对值符号化为两根式差为

±2n，然后类比椭圆方程的推导，将两个根式移到等

式两边，最后平方；新苏教版没有具体说明如何处理

绝对值和两个根式，直接就化简到最后第二步；人教

B版是先去掉绝对值化为两根式差为±2口，然后对

两根式进行“有理化”处理，转化为两根式的和，再

联立两根式差的式子求解．

人教A版在定义式的化简处理上给定了讨论

的方法，这样束缚了师生的“手脚”，导致思维缺乏发

散性．人教B版给出了“有理化”处理根式的方法，再

结合解方程组思想进行化简，思路清晰，方法明确，

但这个方法学生不容易想到，没有尊重学生对绝对

值处理的第一思维．新苏教版对于绝对值的处理没

有指明化简的方向，教与学施展的空间非常大．事实

上，多数学生在课上的第一想法是“直接平方”，这种

方法并不比“讨论去绝对值之后再平方”的方法计算

量大，甚至在“平方变形的等价性”问题处理上可以

利用双曲线的标准方程弥补，而且“直接平方”的弥

补过程也比“讨论去绝对值之后再平方”少．因此，在

教材难点问题处，少一些限定，多一些空间，才能给

师生的思维留足余地，让思维深入化、高阶化，才能

逐步提升学生的关键能力，同时，这样的“大空间思

维模式”教学也能培养出心胸宽广的人．

5教学感悟

5．1做负责任的教师

陈大伟认为[4]：随时对教学行为背后的教育假

设提问，能够清晰地表达教育假设的教师，是对教育

假设有过思考，对教育有过研究的教师，这样的教师

是负责任的教师．本节课在引入部分，开课教师预设

到如果先进行椭圆定义的回顾以及椭圆研究步骤的

归纳，学生对双曲线的研究会更自然一些．开课教师

也预设到了按人教A版引入对学生要求偏高，可能

不利于课堂“热闹”氛围的形成．《普通高中数学课程

标准(2017年版)》指出：“高中数学教学以发展学生

数学学科核心素养为导向，创设合适的教学情境，启

发学生思考，引导学生把握数学内容的本质．提倡独

立思考、自主学习、合作交流等多种学习方式，激发

学生学习数学的兴趣，养成良好的学习习惯，促进学

生实践能力和创新意识的发展．”[5]让学生自己阅

读、自己分析，再到合作讨论解决情境问题，有利于

提升学生的阅读理解能力、数学抽象能力．不是因为

学生暂时能力不够，就选择“低层次弱思维”的情境

问题，而是只有在“跳一跳够得到”的问题中，学生不

断地自主分析、自我或合作解决问题，才能逐步提升

核心素养．

5．2做个具有较高教学实践水平的教师

如果一个教师将基于某些假设的教学设计用于

实践，能被教学实践证明其假设具有合理性和有效

性，这样的教师对教育有比较深刻的认识和理解，就

是具有较高教学实践水平的教师[4]．在推导标准方程

的难点处理上，开课教师也预设到如果放手让学生

去尝试，可能导致一节课教学内容完不成，但如果一

味地教师引导，会让学生感觉一节课下来思维能力

并没有得到增长，长期以往可能会导致学生产生“躺

平”心态．所以开课教师坚持“先让学生尝试，然后投

屏，师生边看边思、边优化”的方式．事实上，这节课下

来，不仅推导过程被投屏的这几位学生增强了自信，

其他推导过程一致的学生也很有信心，就算没完成

的学生也会在下一节课的问题中跃跃欲试．所以优

秀的课堂需要把机会留给学生，把舞台留给学生．

5．3让教师生活成为一种研究性的生活

陈大伟认为H]：教学之前有假设、教学中和教学

后能不断反思和调整假设，不断提升假设水平的教

师是不断成长和进步的教师，其教师生活是一种研

究性的生活．吴康宁认为信息技术“进入”教学的最

高类型是“融人”，旨在“创构”，包括：教学内容呈现

方式的改造或重构，学习资源获取方式的改造或重

构⋯⋯所有这些改造或重构，都是整个教学系统改

造或重构的有机组成部分，目的都在于形成一种全

新教学时空，最大限度地联结学生的经验，最大限度

地激发学生的兴趣，最大限度地挖掘学生的潜能，最

大限度地引发学生的创造，最大限度地促使学生作
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追求揭示本质、点拔思维、朴实高效的数学课堂．近些年在省级以上刊物上发表论文十余篇，被人大复印资料
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凸显数学本质、建立知识体系、理清运算思路、

融人数学文化、发展核心素养是数学教学应有之义．

实践中如何有机结合恰到好处地发挥这些功能，是

一线教师不断探索的问题．本文以“江苏省高中数学

名师工作室(主持人：张志勇)”研修活动为依托，回

顾反思自己的一节公开课，敬请读者批评指正．

1 学情分析

授课对象是江苏省常州市第五中学高二某班学

生，他们学习基础较好，已经学习了《普通高中教科

书·数学(选择性必修第一册)》的前两章，能解决直

线、圆以及它们的位置关系等有关问题，对解析法有

初步的认识．在第三章《圆锥曲线与方程》中，他们刚

学完第1节“椭圆”，能清楚地表述椭圆的概念、标准

方程和几何性质，会推导椭圆标准方程．这些认知有

利于“双曲线及标准方程”的教学．

2课标解读

圆锥曲线是平面解析几何的主要内容，《普通高

中数学课程标准(2017年版)》(下称《课标2017》)指

出：平面解析几何的教学，应帮助学生在平面直角坐

标系中，认识圆锥曲线的几何特征，建立标准方程；

运用代数方法进一步认识圆锥曲线的性质以及它们

的位置关系，掌握平面解析几何解决问题的基本过

程，感悟蕴含于其中的数学思想．通过圆锥曲线的教

学，重点提升学生的直观想象、数学运算、数学建模、

逻辑推理和数学抽象等素养．[13双曲线与椭圆的教

学内容和研究方法相似，所以双曲线的教学应具有

一定的延续性和类比性．

教学目标(1)了解双曲线的实际背景，感受其

在刻画现实世界和解决实际问题中的作用；(2)经历

从具体情境中抽象双曲线概念的过程，获得双曲线

的概念，提升数学抽象素养；(3)经历推导双曲线标

准方程的过程，培养和提升数学运算和逻辑推理

能力．

教学重点 双曲线解析定义的建立和标准方程

为一个完整的人去完整地感知尽可能完整的世

界．[6]开课教师反思到如果椭圆定义这节课中教师

能当场做GGB演示，那双曲线的定义就可以让学生

参与进来，让学生自己做．这会让学生终生难忘，这

种课才是最难能可贵的．课堂小结可以赋予自我评

价的功能，从学生需求出发，改变以往课堂小结以教

师为主体的一言堂形式，使其变革为在教师指导下

的以学生为主体的课堂自主小结．[7]因此在小结方

面，要以人为本，要给学生展示的机会，PPT上只需

要有“小结”两个字，让学生归纳并提出问题．通过一

堂又一堂课的自主小结，逐渐培养学生自我评价的

习惯和能力，满足学生自我实现的需求，树立学习自

信心．
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