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6|}≤2，由规划知识可得IoI+l 6I≤3．

4．捕捉衔接点。合理讨论解题

形如八戈)=Ig(戈)I+t(戈)的函数在区间[n，6]

上最值得讨论问题，是对学生分类讨论能力进行考察

的重要载体，许多参考答案中，讨论的区间都是从天

而降，学生能够感叹其精妙去不能生成共鸣．事实上，

此类问题也是有迹可循的．立足于衔接点在原函数图

像中位置的分布，是解决此类问题的关键所在．

例4 设函数．厂(戈)=l省2一o l一似一1，o∈R若

八戈)在[1，2]上的最小值为g(口)，求g(o)的表达式．

解析：厂(戈)=I并2一口I一黜一1=

fx‘●似一。一1’：‘专Ⅱ’ 显然，此写法存在分类讨1 ， ． ， 业淅}，儿司坯7盯位刀犬pv
L一戈 一僦+o—l，菇<o．

论的依据．

当o≤0时，不需要写作分段的形式(不存在戈2

<口)√^(茗)=戈2一麟一n一1，g(n)=g(1)=一2n；当

n>0时，需要写成分段的形式，此时讨论衔接点戈=

±√口与戈=±—睾(两部分的对称轴)的关系即可．

①当石<昙，即o<o
厶

<4时满足一昙<一石<

石<导，如图2，此时，(i)若

1<石<2j1<o<4以戈)在

[1，石]上单调递减，在[石，
2]上单调递增，所以g(口)

=八石)=一。石一1；

＼
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图2

(ii)若o<石<1；o<。<1以省)在[1，2]上单
调递增，g(o)=以1)=一2口．

②当石≥詈，即o≥4时满足一石<一詈<詈

<√o，此时以戈)在[1，2]上单调递减，所以g(o)=

八2)=一口一5．

评析：利用衔接点与原函数单调性转换点之间

的关系进行讨论，是解决这一问题的关键，也是分

类讨论的依据．讨论过程中o=1，4的出现是有规律

可循的，并非无逻辑的闪现．

练习7 已知函数八石)=石2—1，g(戈)=ol石一1 1．

求^(戈)=叭戈)I+g(戈)在区间[o，2]的最大值M(o)．

解析：根据上述讨论方法可得

M(口)：f3+叩≥一3，
【 0，口<一3．

练习8 已知n≥3，函数F(戈)=瑚ax{2 I戈一1 I，

戈2—2似+4口一2}．(1)求使得F(石)=石2—2似+4口一

2成立的戈的取值范围；(2)①求F(戈)的最小值

m(o)；②求F(戈)在区间[o，6]上的最大值M(o)．

解析：(1)略；(2)根据讨论方法可得

， 、 『一02+40+2，o>2+√2，
mI o J 2《一 【o，3≤o≤2+厄，

M(。)：f24—8Ⅱ，3≤。<4，
【2，o≥4．

绝对值函数自身所具有的代数性质，以及几何

图形特征对于解决相应的问题有重要作用．从这两

个角度出发捕捉适当的思维着力点，有助于提升问

题解决的有效性．
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用基本不等式求最值的破题五措施

甘肃省武威第十八中学 (733000) 高述文

在运用基本不等式求最值时，要注意使用“一

正、二定、三相等”条件，而在寻找定值时，有时条件

不够明显，常需要采用拆项、添项、变形、化简、换元

等的技巧，这样化隐为显，使问题快速解决，本文通

过举例分析、介绍几种常见的变换技巧，供参考．

1．适当拼凑：考察所给的表达式，看如何能通过

进行适当的变形使之达到正确使用基本不等式的

条件，完成解题目标．

例1 已知戈<÷，求函数y=4戈一2+瓦与的
最大值．

解析：由于石<丢，所以4菇一5<o，则5—4菇>o，

所以y=4戈一2+忐=一(5—4戈+南)+3≤
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一2+3=J·当且仅当5—4戈=5—4戈2赢，即戈=
l时等号成立，故当戈=1时，y取最大值1．

评注：通过提取“一”号首先解决“一正”问题，

再配项，使(5—4石’Fi为定值，这样达到了“一
正、二定、三相等”的条件．

例2 已知实数菇、5、￡满足8石+9t=s，且戈>

一。，求堑±上翌兰掣的最小值．
解析：由于石>一s，则石+s>0，这是用基本不

等式的必要条件，又8戈+9扭s，则戈+s=9(戈+￡)，

于是生丛型盟型旦丛：堕兰Ⅱ型业：戈+。J心 一 一^T o

+÷≥2穆=6，当且仅当戈+s=3时，上面式子取
得最小值6．

评注：本题容易出现误判，即没有抓住戈+s>o

进行正确的配凑，而是把戈+f当着变元，使解题造

成混乱得出错解或使解题无法进行下去．

2．配方配项：在题设中如果在分式的分子或分

母中含有类似于二式三项式的，可通过及时配成关

于父母(或分子)的二式三项式，这样后面的解题方

法就能够显露出来了．
．，2

例3 求函数y 2≠j(z>1)的最小值·
解析：由石>1，得戈一1>0，所以戈2=(戈一1)2+2㈦1)+1，故y=刍=止等掣=

戈+1+—二。丁+2≥2+2=4，当且仅当戈一1=—二。丁，
Z—l 戈一l

即戈=2时，函数有最小值为4．

评注：在理解题意的基础上，通过对分子配方

(关于分母的平方)，构造出能使积为定值式子，这

是找准了解题的切入点．

例4若实数o、6满足。6—40一6+1=0(o>

1)，求(口+1)(6+2)的最／J、值．

解析：由o>1得。一1>0，由口6—40一6+1=0

得6(Ⅱ一1)一4(口一1)=3，6—4=—。=L了，6+2=

譬．．．．(口+1)(6+2)：丝i掣业：
业坐睾掣_6(川)+刍+15≥n—l o—l

6×2+15=27．当且仅当6(口一1)=÷，即n=2n

时，(。+1)(6+2)取最／J、值为27．

评注：本题中没有直接告诉相关的分式，通过

挖掘已知条件，对条件等式和欲求的式子进行重新

整理，再合理配方，构造出可用均值不等式求解式

子，化解了问题的难点．

3．及时相除：在一些分式求最值问题中，通过对

分式的分子、分母同时除一个适当的式子，可以发

现能使用基本不等式解题的契机．
1^，

例5 求函数y=昔(石>o)的最大值．

舭∽嘴y2南2圭≤寿2丢，x+q ．q ‘2、}4 上

当且仅当z=÷，即z=2时，函数y取最大值为寻．
评注：通过分子、分母同除以戈，使分子为常数

(必须是)，同时也能使此时分母的积为定值，这样

就达到了使用基本不等式解题的条件了．

例6 已知函数厂(戈)=3戈+口与函数g(石)=

3戈+20在区间(6，c)上都有零点，求

鼍鼍羔半的最小值．
解析：由于函数八戈)=3石+口与函数g(戈)=3石

+20在区间(6，c)上都有零点，则^(石)=3戈+÷o

在区间(6，c)上必有零点，于是(36+÷o)(3c+

÷血)<o，即(n+26)(口+2c)<o，而

垒：±兰鱼!±兰垒竺±兰i兰一i些±兰垒2 i垒±兰旦)一
62—26c+c2

一

(6一c)2
一

—去=一1，当且仅当(o+26)2=(口+2c)2，即
一二一二

Ⅱ+6+c=0时，式子取得最小值为一1．

评注：通过对题目的深入研究，挖掘了其中隐

含的关系，即一个乘积式的符合确定，再整体思考、

整体变形配凑，使问题终于得到解决，这是科学有

序的思维品质的体现．

4．连续放缩：在一些相对复杂的式子中，经过一

次放缩可能达不到目的，可以再一次进行放缩变

换，直到符合要求，这里必须注意连续放缩所需的

相等条件是一致的．

≥

盘一磊堑幻”|I±孙“一口
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例7 已知。>o，6>o，求上+÷+2“万的最

小值．

解析：因为÷+÷+2河≥2√去+2何=o D ’V oD

2(√去+何)≥4，当且仅当丢=÷且√去=
／万，即有。：6时等号成立，于是上+{+2“万

的最小值为4．

评注：本题虽然用了基本不等式放缩两次，但

由于等号成立的条件是一样的且缩小的方向一致，

故而并不影响最小值的确定，如果等号成立的条件

不一样或方向不一致，则得出的结果肯定是错误

的，必须引起重视．

例8 已知o>o，6>o，c>2，且口+6=2，求罕
D

+翥一号+兰的最小值．

解析：由口+6=2，则詈+去一号=詈+

}鱼去譬一丢=詈+}(詈+2+丢)一丢=寻詈———!—————————二一一——一——J．——f——上，—．——、一——___
4 06 2 6 。4、6

。一。
o

7

2 4 6

+}鲁≥譬；又c>2，则c一2>o于是詈+盖一号

+篷叫詈+去一号，+是≥譬c+篷=+葱_c(百+磊一丁)+葱≥亏。+羞2

万(孚+士)+万≥湎+万．当且仅当6=
√亨口且c=2+√互时等号成立，所以原式的最小值为

两七6．
评注：本题中的字母较多，条件也不少，如何适

当使用是解题关键，而本解法中分两次运用基本不

等式求解，方法独到，简便合理．

5．灵活换元：抓住题设中的某些特殊结构进行

类比联想，再通过换元对原式进行改造，可发现破

题的机会，完成解题任务．

例9若。>o，6>o，且志+南=1，灿+

6的最小值为 ．

解析：由于口>o，6>o，且点+南=1，则
可设五‰=c。s2a，丁1_=sin2任，于是2。+6+6+1
：2(Ⅲ)+1_{+丢-2+哗+哗≥
2+2=4，所以o+6≥÷．即o+6的最小值为÷．

评注：若在题设中含有两个正项和为1(或某个

特定的值)，可以选用三角换元，这样就可以利用三

角函数的知识进行变形求解，达到解题目的．

例10 若实数石，y满足2戈2+夥一y2=1，求

五F‰的最大值·
解析：由2戈2+夥一y2=1得(2戈一y)(戈+y)=

1，设o=2戈一y，6=戈+y，贝0 n6=1，戈=÷(口+6)，

y=—}(一口+26)戈一2y=o一6；5戈2—2夥+2y2=5戈2

—2(夥一y2)=％2—2=。2+62，于是五t彘
，z一7) l n一^l 1 12丽≤F而2ii蒿≤历2

竿．当且仅当l口一6 l=√互时等号成立，即此时取最

大值为等
评注：本题通过对所给的式子进行变形，然后

对其中的特定结构进行换元处理，用新变量替换原

来的变量，揭露了隐含的关系，为顺利解题创造了

条件．

上面讲述了使用基本不等式求最值的五个破

题措施，常见而实用，如果我们在教学中能够让学

生掌握并领会了这些解题方法，那么学生在应试时

遇到这些题目可能就信心满满了．
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