
回归教材起始点 抢占备考制高点

杨海涛  （江苏省盐城市建湖高级中学  ２２４７００）

  摘  要 ：盲目做题 、过度刷题 ，不但增加学生的学习负担 ，而且也无益于学生高考成绩的提高 ．高三毕业

班师生应放弃题海战术 ，将更多精力放在深入研究教材典型例习题上 ．本文以对题目的分析来印证对现有命

题的一般化思考 ，挖掘命题中的内在对称性 ，以“本”为本才是科学应考思路 ．
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  将 ２０２１年高考数学全国卷 Ⅰ 试题与中学教

科书做针对性的详细对照可以发现 ，试卷中有相

当数量的试题可以在高中教科书中找到它们的影

子 ，这些“影子”对于解决这些高考试题有着至关

重要的作用 ：夯实基础 ，以不变应万变 ．新高考卷

用不争的考题证明 ：盲目做题 、过度刷题 ，不但增

加学生的学习负担 ，而且也无益于学生高考成绩

的提高 ．这对于引导师生放弃题海战术 ，将更多的

精力放在研读教科书和探究典型题型上 ，具有十

分重要的意义 ．新一届乃至以后的高三复习备考

都必须遵循回归教材 、紧抓典型例题 、深入研究的

原则 ．从教材原点走向备考的制高点才是高考复

习备考的王道 ．

例 1  （２０２１ 年全国卷 Ⅰ 第 ６ 题 ） 若

tan θ ＝ － ２ ，则
sin θ（１ ＋ sin ２θ）

sin θ ＋ cos θ
＝ （  ） ．

A ． －
６

５
B ． －

２

５
C ．

２

５
D ．

６

５

命题要害剖析与简解  这是一道特殊情况

下的三角函数条件求值问题 ．我们说它特殊 ，是因

为这道题中的目标分式表面上不是 （三角函数）

齐次分式 ，但利用三角恒等式 sin２
θ ＋ cos２

θ ＝ １以

及弦化切稍加转化 ，立刻有
sin θ （１ ＋ sin ２θ）

sin θ ＋ cos θ
＝

sin θ

（sin θ ＋ cos θ）
·

sin２
θ ＋ ２sin θ cos θ ＋ cos２ θ

sin２
θ ＋ cos２ θ

＝

tan θ

（tan θ ＋ １）
·
（tan２

θ ＋ ２tan θ ＋ １）

（tan２
θ ＋ １）

，将已知条件

代入运算即可 ，正确答案为 C ．

评注  上面的分式实际上是可以进一步化

简的 ，但我们认为 ，该分式能化简只是一种偶然现

象 ，且不关乎问题处置的本质（因为此时已可直接

代入计算而无任何实质性困难了） ．事实上 ，教科

书中类似问题有不少 ，比如 ：

问题1  （人教２０１９A版必修第一册［１］第２５３

页第 ４题）已知 tan α ＝ －
１

３
，计算 ：

（１）
sin α ＋ ２cos α

５cos α － sin α
，（２）

１

２ sin α cos α ＋ cos２ α
，

（３）（４）略 ．

问题 2  （苏教 ２０２０版必修第一册［２］ 第 １８１

页第 １５题）（１）设 tan α ＝ ２ ，计算
sin α ＋ cos α

sin α － cos α
；

（２）设 tan α ＝ －
１

２
，计算

１

sin２ α － sin αcos α － ２cos２ α
．

问题3  （北师大版必修第二册［３］第１６０页复

习题 A 组第 ４题）已知 tan α ＝ －
３

４
，计算 ：

（１）
３sin α ＋ ２cos α

sin α － ４cos α
，

（２）２sin２
α ＋ ３sin αcos α － cos２ α ．

很显然 ，这道高考题就是上述这些课后习题

的简单改造 ．必须指出 ，以上问题是基于同角三角

函数关系化简求值的一类典型问题及典型处理方

法（此法由于问题的特殊性 ，回避了具体求出

sin α及 cos α的过程） ，但绝不是求解此类问题的

根本方法 ．根本方法是知道一个角的某一个三角

函数值 ，利用同角三角函数关系求出另外的几个

（或确定某些三角函数不存在） ．例如 ，将问题改为

“已知设 tan α ＝ ２ ，计算
sin α ＋ cos α ＋ ５

sin α － cos α
” ，就不能

回避具体 sin α及 cos α求值了（当然具体求解过程

还是可以利用一些小技巧的 ，比如将目标分式

sin α ＋ cos α ＋ ５

sin α － cos α
拆分为两部分

sin α ＋ cos α

sin α － cos α
＋
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５

sin α － cos α
，前者可以利用我们熟悉的老办法

解决） ．

例 2  （２０２１年全国卷 Ⅰ 第 １３题）  已知函

数 f （x ） ＝ x ３
（a · ２

x
－ ２

－ x
） 是偶函数 ，则

a ＝    ；

命题要害剖析与简解  这道题重点考查函

数的性质（高中阶段主要包括单调性 、奇偶性和周

期性） ，当然以往有试题涉及几个函数性质的综合

考查 ，比如２０２０年全国卷 Ⅰ 第１２题 、２０１７年江苏

卷第１１题 、２０１５年全国卷 Ⅱ 文第１２题 ．其中一些

函数的性质通常是隐含的 ，需要考生自己去挖掘 ，

典型的情况是函数的奇偶性与单调性的综合情

形 ，因此从这个意义上来说 ，例 ２ 相对比较简单 ．

（事实上 ，２０１５年全国卷 Ⅰ 理第 １３题为“若函数

f （x ） ＝ x ln x ＋ （a ＋ x ２ 为偶函数 ，则 a ＝

    ” ；读者容易看出 ，该题与本题完全类似 ，

都是两个奇函数之积的形式 ．）注意到 g（x ） ＝

x ３
（x ∈ R）是奇函数 ，而我们已知函数 f （x ） ＝

x ３
（a · ２ x

－ ２
－ x
）是偶函数 ，则必有 h（x ） ＝ a ·

２
x
－ ２

－ x 在同一定义域上是奇函数 ，于是奇函数

h（x ）在 x ＝ ０处有意义时 ，必有 h（０） ＝ ０ ，故可得

a ＝ １ ．与本题密切相关的教材问题有 ：

问题 1  （苏教 ２０２０版必修第一册［４］ 第 １５５

页第 １５题）设 m 为实数 ，已知函数 f （x ） ＝ １ －

m
５
x
＋ １
是奇函数 ．（１）求 m的值 ；（２）（３）略 ．

２０２１年全国卷 I中考查函数性质的试题还有
一处 ，就是试卷最后一题第 ２２题第（２）问 ：已知函

数 f （x ） ＝ x （１ － ln x ） ，（１）讨论 f （x ）的单调性 ；

（２）设 a ，b 为两个不相等的实数 ，且 b ln a －

a ln b ＝ a － b ，证明 ：２ ＜
１

a ＋
１

b ＜ e ．

命题要害剖析与简解  （１）从略 ．（２）的解题

核心变化过程为 ：题意隐含 a ，b ＞ ０ ，由已知 a ，b
为两个不相等的实数 ，且 bln a － aln b ＝ a － b得
ln a
a －

ln b
b ＝

１

b －
１

a ，即
１ ＋ ln a

a ＝
１ ＋ ln b

b ，由于

实数 a ，b的对称性及 a ≠ b ，不妨设 ０ ＜ a ＜ b ，令

正数 m ＝
１

a ，n ＝
１

b ，即得 m（１ － ln m） ＝ n（１ －

ln n） ，也就是 f （m） ＝ f （n） ，问题即变为要证２ ＜

m ＋ n ＜ e ，再结合（１）的单调性结论 ，可知 m ，n
不在同一单调区间 ，即可设 ０ ＜ n ＜ １ ＜ m ．完成

了这些基础工作 ，后面稍作转化 ，即可变为传统的

单调性问题研究了（余略） ．上面通过恒等变换构

建同型函数这个技巧是至关重要的 ，２０２０年全国

卷 Ⅰ 第 １２题也是这样突破的 ，可见函数的性质

一直是高考考查的一个重要内容 ，值得重视 ．

例 3  （２０２１年全国卷 Ⅰ 第 １９题）记 △ ABC
的内角 A ，B ，C的对边分别为 a ，b ，c ，已知 b２ ＝ ac ，
点 D 在边 AC上 ，BDsin ∠ ABC ＝ asin C ．（１）证

明 ：BD ＝ b ；（２）若 A D ＝ ２DC ，求 cos ∠ ABC ．

 图 １

命题要害剖析与简

解  我们不妨将这种由

一个顶点（比如点 B）和
其对边上一点 （如点 D）

连结起来的三角形称为

“λ型三角形” ．很显然 ，我

们熟知的三角形中线长

问题 、内角平分线定理都是这类以 λ 型三角形为

背景的问题 ．这类题目的破解关键就在用好联系

三角形 △ ABD 及 △ BCD 的桥梁 ——— 边 BD 及
互补角 ∠ BDA 与 ∠ BDC（这两个角的正弦相等 ，

从而可以联系正弦定理 ，同时这两个角的余弦互

为相反数 ，又可联系余弦定理） ，于是本题可简证

如下 ：

（１）由 BDsin ∠ A BC ＝ asin C 得 BD
sin C ＝

a
sin ∠ ABC ，由正弦定理有

c
sin C ＝

b
sin ∠ ABC ，两式相

比得
BD
c ＝

a
b ，已知 b２ ＝ ac ，代入得 BD ＝

b２
b ＝ b ．

（２）由（１）得 BD ＝ b ，又 A D ＝ ２DC ，不妨记

DC ＝ t ＞ ０ ，则有 A D ＝ ２ t ，BD ＝ b ＝ ３ t ，再记
∠ BDA ＝ θ ，分别在 △ BDA 与 △ BDC中运用余
弦定理 ，得 c２ ＝ （３ t）２ ＋ （２ t）２ － ２ ·３ t · ２ t cos θ及

a２ ＝ （３ t）２ ＋ t２ ＋ ２ · ３ t · t cos θ ，又由 b２ ＝ ac ，即
ac ＝ ９ t２ ，联立消去 a ，c ，得（９ t２ ）２ ＝ （１３ t２ － １２ t２ ·
cos θ）（１０t２ ＋ ６t２ cos θ） ，即８１ ＝ （１３ －１２ cos θ）（１０ ＋

６ cos θ） ，化简易解得 cos θ ＝
７

１２
或 －

７

６
（舍去） ，

于是进一步得 c２ ＝ ６ t２ ，a２ ＝
２７

２
t２ ，则 cos ∠ ABC ＝

a２ ＋ c２ － b２
２ ac ＝

２７

２
t２ ＋ ６ t２ － ９ t２

２ × ９ t２ ＝
７

１２
．

评注  数学核心素养的“数学抽象”水平要
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求学生能将已知命题推广到更一般的情形中［４］
．

此类问题的一般情形称为斯台沃特定理 ．与此题

密切相关的教材问题有 ：

问题1  （苏教 ２０２０版必修第二册［４］第８８页

例 ６）AM 是 △ ABC的边 BC上的中线（图略） ，求

证 ：AM ＝
１

２
２（A B２

＋ AC２
） － BC２

．（人教版必

修第二册第 ５３页第 １５题及人教版选择性必修第

一册第 ７９页第 １２题也是完全类似的问题）

问题2  （苏教 ２０２０版必修第二册［４］第９３页

例 ５）在 △ A BC中 ，A D是角 ∠ BAC的角平分线

（图略） ，求证 ：
AB
AC ＝

BD
DC ．

例 4  （２０２１年全国卷 Ⅰ 第 ２１题）在平面直

角坐标系 x Oy 中 ， 已知点 F１ － １７ ，０ ，

F２ １７ ，０ ，点 M 满足 | M F１ | － | M F２ | ＝ ２ ，记

M 的轨迹为 C ．（１）求 C的方程 ；（２）设点 T 在直

线 x ＝
１

２
上 ，过 T的两条直线分别交 C于 A ，B两

点和 P ，Q 两点 ，且 | TA |· | TB | ＝ | T P |·
| TQ | ，求直线 A B 的斜率与直线 PQ 的斜率
之和 ．

命题要害剖析与简解  很多年来 ，圆锥曲线

解答题多以直线与椭圆相交背景为主 ，今年终于

有所创新 ，变成了双曲线背景的问题 ，准确地说 ，

是单支双曲线 ：由于 | M F１ | － | M F２ | ＝ ２ ＞ ０ ，即

| MF１ | ＞ | MF２ | ，所以由双曲线定义知 ，动点距

离 F１ － １７ ，０ 较远 ，即轨道为双曲线的右支 ．

其他方面的解题要害 ，如一元二次方程根与系数

关系 、弦长公式等都是比较基本的 ，没有什么思维

上的障碍 ，简解如下 ：

（１）由题意可知 M的轨迹为焦点在 x 轴上的
标准双曲线的右支 ，且 c ＝ １７ ，２ a ＝ ２ ，即 a ＝ １ ，

于是 b ＝ c２ － a２ ＝ １７ － １ ＝ ４ ，即 C的方程为

x ２
－
y２

１６
＝ １（x ≥ １） ．

（２）由题意 ，设直线 A B 的斜率为 k１ ，直线

PQ的斜率为 k２ ，且 k１ ≠ k２ ，记 T １

２
，t ，则直线

A B 及 PQ 的方程可以统一记为 y － t ＝

ki x －
１

２
（i ＝ １ ，２） ，将其代入 x ２

－
y２

１６
＝ １（x ≥

１） ，化简得 （１６ － k２i ）x ２
＋ （k２i － ２k i t）x －

１

４
k２i ＋ t２ － k i t ＋ １６ ＝ ０ ，由题意 １６ － k２i ≠ ０ ，

于 是 x i１ ＋ x i２ ＝ －
k２i － ２k i t
１６ － k２i ，x i１ x i２ ＝

－
１

４
k２i ＋ t２ － k i t ＋ １６

１６ － k２i ．设 A ，B两点的横坐

标分别为 x １１ ，x １２ ，设 P ，Q 两点的横坐标分别为
x ２１ ，x ２２ ．由圆锥曲线的弦长公式知 | TA | ＝

１ ＋ k２１ x １１ －
１

２
， 同 理 有 | TB | ＝

１ ＋ k２１ x １２ －
１

２
，于是 | T A |· | TB | ＝ （１ ＋

k２１ ） x １１ －
１

２
x １２ －

１

２
，利用韦达定理 ，可将

x １１ －
１

２
x １２ －

１

２
化简为

t２ ＋ １２

k２１ － １６
，即 | TA |·

| TB | ＝ １ ＋ k２１
k２１ － １６

· （t２ ＋ １２）（ * ） ．

由几何结构关系的对称性 ，将（ * ）式中的下

标 １改为 ２ ，可得 | T P |· | TQ | ＝ １ ＋ k２２
k２２ － １６

· （t２ ＋

１２） ，结合已知条件 | TA |· | TB | ＝ | TP |· | TQ | ，

得
１ ＋ k２１
k２１ － １６

· （t２ ＋ １２） ＝
１ ＋ k２２
k２２ － １６

· （t２ ＋ １２） ，注意

到 t ∈ R ，故 t２ ＋ １２ ＞ ０ ，进而
１ ＋ k２１
k２１ － １６

＝
１ ＋ k２２
k２２ － １６

，

即 １ ＋
１７

k２１ － １６
＝ １ ＋

１７

k２２ － １６
，易得 k２１ － k２２ ＝ ０ ，而

k１ ≠ k２ ，所以 k１ ＋ k２ ＝ ０ ．

评注  对这道题的第（２）问 ，这里还是采用

了大多数考生常用的直角坐标系求解的思路 ，未

采用直线的参数方程办法 ，化简工作量不小 ，上面

已经充分注意到几何结构关系的对称（注意 ：这种

对称不是我们传统意义上的镜面对称）特征 ，简

化了书写过程 ，依然较繁 ．类似问题如下 ：

问题 1   （人教 ２０１９A 版选择性必修第一
册［１］第 １２０页例２）已知 A ，B两地相距８００ m ，在

A 地听到炮弹爆炸声比在 B 地晚 ２ s ，且声速为

３４０ m／s ，求炮弹爆炸点的轨迹方程 ．

综上所述 ，我们能够体会到命题人的初心就

是希望师生回归课本 ．事实上 ，像这样关涉到教材

典型例题的高考真题 ，除了上面提到的 ，还有很

多 ．如第 １０题引入教材中的两角和与差的三角函

数的典型情境 、第 １６题的第二空其实就是错位相
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减法的应用 ，这些知识在教材中都有明显的展示 ．

限于篇幅 ，感兴趣的读者可自行对照研究 ．
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［５］  中华人民共和国教育部 ．普通高中数学课程标准

（２０１７年版）［M］ ．北京 ：人民教育出版社 ，２０１８ ：１００ ．
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2 ．2  促进学生深度学习

说题能挖掘学生潜力 ，培养其思维能力 ．说题

教学使学生在师生交流中各抒己见 、互献智慧 ，在

磨炼中探索 、尝试和验证 ，进行思维方式的沟通 ，

以达到集思广益和突破创新的目的 ，培养学生思

维的深刻性 、广阔性 、创造性乃至批判性 ，深入挖

掘学生的潜在能力 ，促进学生深度学习 ．说题 ，让

教与学更有深度 ．

2 ．3  培养数学交流技能

数学作为一种科学语言已被用于人类社会的

几乎所有领域 ．因此 ，数学交流也就成为现代公民

的一种基本技能 ．由于数学知识 、方法 、推理等都

是用数学语言表述的 ，在说题过程中 ，学生经历了

数学语言与自然语言之间的翻译转换 ，能运用数

学语言正确 、迅速 、规范地表达解题过程 ，用数学

概念 、原理及思想方法解释一些自然和社会现象

等等 ．
［５］ 逻辑严密 、语言严谨 ，在有效促进数学理

解的同时 ，推进数学交流技能的形成和发展 ，学会

用数学的思维思考问题 、用数学的语言表达世界 ，

是提升中学生能力 、发展核心素养的“润滑油”和

“催化剂” ．说题 ，让教与学更加生动 ．

2 ．4  全面增强学习自信

说题为学生搭建了展示自我的平台 ，学生在

说题中能充分展示自我 ，并提高学习兴趣和学习

效率 ．学生由被动学习变为主动学习 、主动参与 ，

体现了其主体地位 ，每个学生都有展示才华的机

会 ，使学生在良好的教学情境中以最佳心理状态和

思维状态学习交流 ，不仅提升思维能力 、表达能力 ，

更是增强了学习自信 ．说题 ，让教与学更加温暖 ．

说题是把以学生为本的理念具体化 ，是教育

教学实践中提炼出来的一种新型双边教学模式 ，

是探讨解题方法 、提炼数学思想 、探寻总结解题规

律 、提高分析问题和解决问题能力 、优化思维品质

的重要举措 ，具有很强的可操作性 ．它是学生摆脱

题海战术 ，培养良好的数学素养及语言表达能力 ，

充分暴露解题思维的过程 ，有利于学生良好思维

品质的养成和核心素养的提高 ．
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