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的大小关系，并可以抽象出更一般的命题，再根据

直线戈=1与各函数图象交点的纵坐标大小对命题

加以证明．本例意在发展几何直观、数据分析和逻

辑推理素养．

例3 比较下列各题中值的大小．(1)1．7 2‘5，

1．73； (2)0．8一o 1，0．8一o 2； (3)1．70·3，0．93 1．

设计意图：设置(1)和(2)意在强化学生对指数

函数模型的认识，发展数学建模素养．(3)是对(1)

(2)的升华，意在进一步发展数学建模素养和逻辑

推理素养．

例4 一种产品的产量原来是o，在今后m年

内，计划使产量平均每年比上一年增加p％，写出产

量y随年数戈变化的函数解析式．

设计意图：学生从生活实例中抽象出数学问

题，并用数学符号予以表征，意在发展数学抽象和

数学建模素养．

三、教学反思

本文以数学核心素养为理论指导给出了指数

函数教学设计如图4，有效地将数学核心素养与数

学教学结合，使得数学核心素养有生根的土壤，并

且让数学教学更加科学，让学生的发展更加充分．

具体来讲，对问题情景的不断抽象，发展学生的数

学抽象和建模素养；在师生合作、生生合作中，抽象

得到指数函数的概念，通过绘制图象、直观想象、数

学抽象得到指数函数的性质；通过4个例题的解决

有针对性地发展学生数学核心素养，充分做到有的

放矢．总的来看，本文所提供的指数函数教学设计

具有科学性、实用性和合理性．
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以问题驱动实现数学抽象的三步曲

——以“等差数列前孔项和”教学为例

江苏省锡山高级中学 (214174) 顾晓峰

数学核心素养的落实旨在让学生经历数学学

习活动后，真正成为“数学人”，其特征包括“心中

有数”(数学抽象)、“脑中有形”(直观想象)、“手

中有法”(数学建模与数据分析)、“脚下有路”(逻

辑推理与数学运算)．不同的素养要求决定着数学

能力的综合发展，而数学抽象居于核心位置，如同

心脏一般协调着身体各个组织、器官的正常运行，

因而它必然是数学教学中最为关注的话题之一．

何为数学抽象?它是对数量关系与空间形式

进行抽象而得到数学研究对象的过程，学生需要通

过这种理性思维过程来发现和认识数学．数学抽象

能力的培养一般可分为四个阶段：第一阶段，研究

与数学有关的现象问题；第二阶段，逐步抽取对象

关系背后的本质属性；第三阶段，用数学符号或形

式化表示本质属性；第四阶段，实现抽象与具体的

互相转化。1 J．四阶段的过程体现了数学抽象素养的

形成具有循序渐进的特点，它本质上是对数学对象

进行阶梯式建构的结构化过程．

数学概念及命题(公式、定理等)的形成依赖

于不同阶段、不同层次的抽象，在教学中可细化为

三个步骤：①感知与提取，通过观察、比较，进一步

感知相似数学对象的形象和内涵，或从现实(历

史)问题中析取数学对象；②建构与表征，去掉对象

中的具体内容而呈现出本质属性，增加内涵、强化
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结构，通过符号化(或形式化)对原型事物进行表

征，建立概念、法则、命题或模型；③普适化与结构

化，将抽象的结果应用到更广的范围以解决更多的

数学或实际问题，感悟抽象的作用和意义，反思抽

象结果与其他数学结构间的逻辑关联性，形成深层

次的认知系统．根据数学抽象素养的发展过程以及

日常概念和命题教学中教师的习惯特点，笔者提倡

采取问题驱动的方式，从学生最近发展区出发，引

导学生发现并提出问题，充分参与认知活动并分析

和解决问题，最终实现数学抽象的目标．本文以“等

差数列前项和”为例，具体探讨三步曲的实践．

第一步、感知与提取——在观察探索中初步抽

象问题

问题1 学校剧院准备筹办一场大型晚会，有

1200人需要入座，而该剧院有26排座位，第一排有

24个，从第二排开始，后面的每一排都比前一排多

2个座位，如果你是本次活动的组织者，你需要考

虑什么问题呢?

问题2 同学们在以前有没有遇到类似的数

学问题，能否说说?

评注：从学生熟知的现实情境出发设问，降低

了思维门槛，并能较好地激发学生的认知兴趣，同

时，问题1是开放性的，学生作为抽象的主动者可

根据自身认知情况提问．教师在与学生充分交流和

讨论后提取出核心问题：计算第1排到第26排的

座位数之和．由于每排座位数依次构成等差数列，

这实质是一个等差数列求和问题，学生在计算完第

26排的座位数后列出表达式24+26+⋯+74．紧

接着提出问题2，学生很快联想起熟悉的求和问题

1+2+3+⋯+100，两个问题形式有明显差异，但

求和类型一样，能否将已有的求和经验迁移到新的

问题中?如何迁移?两者的关联是什么?⋯，学生

在这样的初步感知中产生认知冲突，但已从具体开

始走向抽象．

第二步、建构与表征——在分析概括中逐步抽

象命题

师：同学们发现座位总数是24+26+⋯+74，

这就是我们今天要研究的等差数列前n项和的一

个特例(教师给出前n项和的概念)．我们能否先找

一个简单点的等差数列来研究?

生：1+2+3+⋯．

师：有没有比“1+2+3+⋯”还要简单的等差

数列求和?

生1：1+1+⋯+1，就是n．
、—--------------、·—----------_一

n个

师：解释一下怎么得到这个结果的．

生1：每个数都是1，共n个1，结果便是n×1

师：很好．

问题3 能利用生1的想法解决情境中的问题

吗?能进一步发现其中的运算原理吗?

生2：24+26+⋯+74=13×98．

师：这个怎么解释?

生2：因为24+74=26+72=⋯=98，总共26

个数，首尾配对正好凑成13对，所以结果13×98．

师：98是相同的和，生2将不同数的求和通过

首尾配对转化成了相同数的求和，将加法变成了乘

法．这个思想其实本质和生1是一致的．

评注：以“小步距”为原则追问，让学生从最简

单的等差数列求和入手，然后回到情境问题的解

决，抽象出求和的本质是构建相同和．学生用数学

语言进行解释的过程就是建立情境刺激与反应之

间联结的过程，这使他们对数学本质的统一性与简

约性能有较深的直觉感知．

师：大家根据总结的算理试着算一下S。=1+2
+3+⋯+n吧．

生3：如果n是偶数，那么首尾凑会出现相同数

n+1，共詈个相同数，则s。：巫之半．
师：如果n是奇数呢?

生3：凑配后会留一项中间项，S。=(n+1)×
n一1 n+1 乃(n+1)一．1．o2 2

—

2
‘

师：生3利用原理和分类讨论思想进行求和，

发现n为奇数要注意多出了一项．

问题4讨论的原因是项数为奇数时不凑整，

那能否调整一下目标，使得无论n是奇数还是偶数

都能让求和凑整?

生4：将S。=1+2+3+⋯+n倒过来写一遍，

即S。=n+(n一1)+(n一2)+⋯+1，然后相力口再
除2．

师：怎么想到倒过来求和的?

生4：每一项给它补一项构成相同和“n+1”，

共有n个n+1，因为项数n总是整数，这样就凑整

了．所以2s。：n(n+1)，即s。：丛譬旦．

师：很好，两位同学其实都遵循一个方向，就是

将不同数求和转变为相同数求和．生4的方法更简

洁些，因为通过倒写相加可以利用对称性实现凑

整，避免了讨论．

问题5 根据前面的探索，请大家自主解决更

一般的问题：已知{口。}是等差数列，求其前n项和

S。=o。+口：+⋯+o。．(后面教学过程略)

评注：联结主义学习理论认为心J，学习是以神
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经联结为基础，对于问题中一些隐蔽的特征或者性

质，可通过分析使学习者的注意力聚焦于它们而得

到认同．在等差数列求和的问题中，学生凑对意识

较强，但自身凑对则对项数的奇偶性有限制，于是

让学生聚焦于项数的处理，抽象出倒序相加法以突

破限制．在剖析求和本质后，学生自主推导一般等

差数列的前项和公式，进一步发展数学抽象能力，

并进入数学表征的阶段．

第三步、普适化与结构化——在巩固反思中深

化抽象思维

本节选取例题讲解中的两个片断进行分析．

例1 在等差数列{o。}中，(1)已知Ⅱ。=3，o，。

=101，求d和s50；(2)已知口1=3，d=÷，求010

和510．

师：完成例1后我们发现，这类问题一般会涉

及五个量o。，Ⅱ。，n，S。，d，其中部分作为条件，部分

作为待求量．下面仿照例1，请同桌之间一个出题

一个做题，大家赛赛看．

笔者与学生分享了其中一组同学的例子：在等

差数歹0{n。}中，n。=一3，s。=24，求o。．

生5：根据公式，s。：坠_二掣，代入数据有
旷3+等．

师：这个结果大家有什么看法?

生6：等差数列{口。}的通项公式应该是一个一

次(或常数)函数，这个表达式明显不是!

师：的确如此，那问题出在哪里?(学生疑惑)

问题6 等差数列的通项公式是关于的一次

(或常数)函数，那么它的前n项和s。的形式有何

特点呢?我们能否利用它的特点再回看这组同学

出的题目?

生7：因为s。：型兰毛}盟：

坐立譬粤型：呐+掣d：孚nz+—i————————一2 n01十———；■一日2—丁n十

f o。一—争1n，只要o。与d不都为o，s。是关于n的二
次(或一次)函数，而题目中S。恒为24，这是不可

能的．

师：很好!那能帮忙改进一下题目吗?

生7：S。=24改为．s5=5，求d或05．

问题7 通过例1和同学们的例子，你觉得利

用等差数列的五个量(口。，o。，n，S。，d)出题时需要

注意些什么?

生：o。与Js。中的n是确定量不是变量；需要已

知三个量才可求出另外两个量；如果要求n，需要

凑好数据保证n是正整数⋯⋯

例2 在等差数列{口。}中，已知d=丢，n。=
丢^=一萼，扎胁

笔者投影了一位学生的做法．根据题意

h÷(¨)2寻，
{ 3 然后解方程组．
1口l+虿 15

【—虿一×n 2一虿，

师：除了利用方程组思想，还有其它思路吗?

(大家表情困惑)

问题8上体育课排队，老师让我们从左到右

报数或者从右到左报数，人数会变吗?这是什么道

理呢?

生：不会．只是最后一个报数变成第一个报数，

中间还是这么多人报数．

师：是的，那大家能将这个道理应用到例2

中吗?

生8：可以把数列倒过来求和，将o。看成首项，这样公差就是一÷，所以一竽=寻n+掣×
f一—}l，就可以求出n再求o。了．

师：很棒．看来有时逆向思维可以出奇制胜．

评注：在得到等差数列的前n项和公式后，学

生需要在解题中体会抽象与具体的相互关联．从抽

象到具体，使抽象的结果成为一般意义上的结论，

进行广泛的应用；从具体回到抽象，感悟抽象结果

的内涵与特征，让学生透过公式表象看到本质，进

行结构化的理解．笔者以课本例题(苏教版必修5

第43页)为载体，但在教学上做了一些设计．如笔

者让学生在完成例题1后同桌间互相出题答题，调

动课堂氛围的同时能更好地检验学生对公式本身

及相关要素间的理解，过程中学生发生错误恰好是

一个契机，借机进一步认识到S。本质上是关于n

的二次(d=0时是一次)函数，并且在“o。，o。，n，

Js。，∥这五个量中需要“知三求二”，这些都不是由

教师直白介绍或者自己总结的，而是在充分的学生

活动后反思获得的．例2的基本思想是方程组思

想，但通过问题8，学生对首项、末项有了更灵活的

理解，且体会从简单的生活道理中也可抽象出一般

的数学思维(逆向思维)．问题8也引导学生可以从

多角度思考问题，善于解后反思，使学生从知识层

面、方法层面以及思想层面都对抽象结果有体会和

收获，进一步深化数学抽象思维．

万方数据



·10· 中学数学研究 2022年第2期

本节课是一节公式引入课，学生从实际问题抽

象出等差数列前项和公式，这个过程经历的三步曲

可作为数学抽象过程的一种模式，而在这三步曲

中，核心推动者是问题．感知与提取环节，通过情境

(生活情境、历史情境、实物情境等)问题引发思

考，进行数学识别，这是抽象的起点；建构与表征环

节，问题的作用在于将新、旧抽象进行联结，学生跟

随问题逐步发掘抽象物的本质属性并进行概括，最

终按照一定规则组织起来并形成表征．这一环节的

问题设计需指向知识核心但又不失发散性，让学生

有足够的时间思考和抽象；普适化与结构化环节，

学生在初步获得抽象对象后需要及时进行巩固和

应用，教师精选例题，并可在此基础上设计指向对

抽象结果再理解的新问题，鼓励学生提出不同的解

题策略，积极利用学生的错误，在反思中深化对抽

象结果的认知．三步曲层层递进，其构成的一个整

体性的教学模式为数学抽象能力的培养提供了可

操作的方法，希望能对更广泛的教学实践产生

意义．
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核心素养视域下的“余弦定理"教学思考

江苏省丹阳市第五中学 (212300) 李 萍王圣光 陈 文

1．关于数学核心素养

数学核心素养是具有数学基本特征的、适应个

人终身发展和社会发展需要的人的关键能力与思维

品质．数学核心素养是数学课程目标的集中体现，是

学生在数学学习的过程中逐步形成的．数学核心素

养包括：数学抽象、逻辑推理、数学建模、直观想象、

数学运算和数据分析．更一般地还包括学会学习、数

学应用、创新意识等；从学习评价的角度看，数学核

心素养主要体现在情境与问题、知识与技能、思维与

表达、交流与反思的综合运用能力上．《普通高中数

学课程标准(2017年版)》提出：“高中数学教学以发

展学生数学学科核心素养为导向，创设合适的教学

情境，启发学生思考，引导学生把握数学内容的本质

⋯⋯”基于此，我们一线的数学教师更应该把数学核

心素养落实到平时的教学活动中，在核心素养的统

领下帮助学生形成必备的品格和关键的能力．

2．以数学核心素养为导向的教学设计

2．1对教材的理解与学情分析

本节课选自普通高中新课程标准苏教教版必修

2第11章《解三角形》第一节《余弦定理》．余弦定理

是初中所学勾股定理的推广与延伸，定量地揭示了

三角形的部分边角关系，也是本章中两个重要的定

理之一．本章主要包括余弦定理和正弦定理，这两个

定理比较系统地研究了解三角形这个课题，利用这

两个定理学生可以求解任意三角形的边角关系，而

不必局限于特殊三角形中(直角三角形、等腰三角

形)．这两个定理既有独立性，又相互交融，相得益

彰，形成一个有机整体，联袂揭示三角形边角的等量

关系，共同构成解三角形的重要工具．例如，从证明

思路上看，两者都可以从几何法、向量法、解析法等

角度来推导，并且推导过程相似度很高，从应用的角

度看，在解三角形时，选用哪个定理并不是绝对的，

有时两个定理都可以用．

之前学生已经学习过全等三角型、三角函数、平

面向量、解析几何等与本节课密切相关的知识，使得

本节课推导余弦定理有了更多的思路和更加简洁的

工具．特别地，学生在初中已学过：(1)直角三角形

的相关知识：①勾股定理：n2+62=c2，②锐角三角函
。 L

数，如si血=旦，co科=旦；(2)任意三角形的一些知
C C

识：(酗+B+c=仃，②大边对大角，③两边之和大于
第三边等知识．学生在初中所学的有关三角形知识

主要是定性地分析三角形的边角关系，而没有研究

边角之间的等量关系(特殊三角形除外)．能力水平

上，学生已经有了一定的发现问题和提出问题的能

力，分析问题和解决问题的能力以及观察、类比、转

化与化归等方面的能力，学生也经历过从特殊到一

般，具体到抽象的研究过程．基于以上对教材和学情

的分析，本节课采用探究式课堂教学模式，具体教学

过程为：(1)提出探究问题，(2)确定探究方案，(3)

完成探究．通过问题串启发和引导学生进行思考，通

过类比、联想、质疑、探究等步骤，辅以小组合作学

习，建立猜想，获得命题，再去证明．本节课体现的数

学核心素养主要有：数学抽象、数学建模、直观想象、

逻辑推理等．
2．2 问题情境
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