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高三数亏复习谬应知伺开展鲳题教亏
——以“函数值域的求法’’为例

危志刚(福建省福州第一中学350108)

摘要：解题教学是高三复习课的重头戏，解题教学的教学质量直接影响到复习的效率．如何开展高质

量的解题教学成为高三复习课的重要研究课题．本文以“函数值域的求法”为例，呈现高三复习课中解题教学

开展的基本路线，体现以学生能力发展为本的教学宗旨．

关键词：高三数学；复习课；解题教学；函数值域

文章编号：1004—1176(2022)02一0026一04

解题教学的质量直接关系到高三复习的效果．

解题教学看似简单，实则对教师的教学水平是一个

很大的考验．好的解题教学不只是分析解题思路，呈

现解题过程，最重要的是探索解题方法、揭示解题规

律、承载解题思想．本文以“函数值域的求法”为例，

探讨高三复习课中如何开展解题教学．

1 从简单的做起

波利亚有一句至理名言：“从最简单的做起”，这

特别适用于解题教学．尽管是复习课，教学也必须做

到低起点．教学经验丰富的教师都清楚：一个复杂的

数学问题解决不了，多半是因为比复杂问题更简单

的问题没有理解好；如果简单的问题理解好了，复杂

问题的难度就会大幅度下降，甚至可以做到迎刃而

解．大道至简，老子在《道德经》中说：道生一，一生

二，二生三，三生万物．一个好的简单问题，就是解题

教学中的“道”，在解题教学中承担着引导教学、传递

数学思想、揭示规律方法的角色．只要我们深刻理解

好这个“道”，就可以做到举一反三、触类旁通．
9个—__1

引例 求函数y一==+_÷的值域．
工——．)

分析1 本题为分式型函数值域问题，分子、分

母中均含有自变量z，在z变化过程中，分子及分母

均随之而变，分式的值的变化不易把握．为了弄清应

变量y随z的变化特点，可以考虑分离常数，使得分

式中只有分母含有自变量z，分子变成常数，这样可

以非常直观地发现∥的变化规律，从而求得y的取

值集合．因此，采用分离常数法的目的是为了揭示函

数的单调性，由单调性分析函数的值域．
f)，一——0、 7 7

解法1 由于y一竺二L—等一2+÷，又
Z——o 工——o

7因为÷≠o，所以y≠2，即原函数的值域为{y
Z——o

v≠2}．

分析2 从函数概念的角度理解函数的值域，

值域是定义域在对应关系作用下的结果．因此对于
9，一-1

任意不等于3的z，由对应关系y一==L；求出的y

的取值集合即为函数的值域．换句话说，函数的值域
9甲—__1

也可理解为使得关于z的方程竺—；一y有z≠3

的实数解的所有y的取值集合．这是一种逆向思维，

其本质揭示了函数的定义域与值域的关系，凸显了

对函数概念的深度理解和应用．
9，一一1

解法2 由y一竺』；得(y一2)z一3y+1①．

当y一2时，方程①变为。一7，无解；当y≠2时，方

程①变为z一塑翌芸，因为z≠3，所以塑善≠3，
j——乙 j) 厶

即o≠7，显然成立．综上，原函数的值域为{y

∥≠2)．

分析3 从函数的结构特征出发联想几何意

义，函数y的结构特点可以对应几何中两点的斜率

公式，可以非常直观地得到函数y的值域．这种数形

结合的思维方式在解题教学中非常重要，体现了代

数与几何的完美融合．

解法3因为y一掣一
堑二乓旦，所以设A(z，2z)，
Z——1)

B(3，一1)，则函数y的几何意义

为直线AB的斜率．显然点A为

直线y一2z(去掉点(3，6))上的

动点，当点A运动起来，由几何

撼
乒
D夕 i而(3，一l：

冈1

直观可得AB的斜率五邶≠2，即函数y的值域

为{y y≠2)．

评析 引例作为一个简单问题，学生普遍都能
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作出正确解答．然而，对引例中给出的三种解答的真

正数学内涵，多数学生的认知并不清晰．从简单问题

出发，由浅入深，揭示解法背后的思想内涵，有利于

学生理解解法的数学本质，发挥简单问题在解题教

学中的示范性和启发性．

2 形成初步技能

解题技能的形成是一个阶梯式的、逐步发展的

过程，需要经历模仿和实践两个阶段．波利亚说过：

“解题是一种实践性的技能，就像游泳、滑雪或弹钢

琴一样，只能通过模仿和实践学到它．你想学会游

泳，你就必须下水，你想成为解题的能手，你就必须

去解题．”前面通过引例的学习，学生对函数的值域

问题的求解有了一个基本的认知，模仿的解题意识

已经初步形成，此时教学中可以通过变式训练的方

式，强化和巩固解题技能．变式训练题的设计很重

要，不能简单重复引例的模式，在解题技能形成的初

级阶段，“变其形，不变其神”的变式题是最理想的．

这种变式题使学生“跳一跳够得着”，对于帮助其探

索发现解题的一般规律是十分有利的．

9z一1
变式1 求函数y一羔}的值域．

厶1_1

9，2一-d，一7
变式2 求函数y一竺r七竽舌的值域．

Z 1_厶Z 1_1)

评析 变式1和变式2的设计符合学生的认知

规律，从学生认知的最近发展区着手．如果分别把

22，z 2+2z看成一个整体变量，则变式1、变式2的

结构与引例的结构完全类似．如果学生能够通过观

察发现变式与引例之问的这种共性特征，得到和引

例相对应的三种解法也就十分自然了．

3 做到灵活变通

《易经》中有这样一句话：“易穷则变，变则通，

通则久”，意思是说生活中一件事情发展到了极致就

需要变化，而这种变化让接下来事物的发展不会受

到阻碍．这句话折射到数学的解题教学中同样是这

个道理，解题教学一定要做到灵活变通、活学活用．

我们可以通过不断变化试题的结构、改变试题的条

件、转换试题的问法等策略，让试题变得焕然一新，

却又让人感觉似曾相识．当然，改变试题的面貌，抛

给学生长着新面孔的试题，主要是为学生搭建更多

思考的空间平台，不断变化的试题可以提升学生分

析问题和解决问题的能力．如果只是用相同模式的

试题进行反复训练，容易造成学生简单模仿、死记硬

背、机械刷题、不求甚解的现象．只有学生掌握了思

考问题的思维和方法，面对新的研究对象，懂得如何

去分析，如何去思考，他们才能在解题中真正做到灵

活变通、游刃有余．

例 求函数y一掣的值域．
分析1 导数是研究函数基本性质的重要数学

工具，本题函数的表达式结构并不复杂，可以考虑利

用导数的方法求该函数的值域．

解法·y7一些专暑导乒型一薯茅一警等冷y 7_o，得(z一3)2 (z一3)2
7、。 一⋯

z。一1，z。一5，歹0表如下：

所以y的极大值为4，y的极小值为20．又因为

z从3的左侧趋近于3时，y趋近于一。。；z从3的右

侧趋近于3时，y趋近于+。。．所以y∈(一。。，4]U

[20，+。。)．

分析2 本题的函数结构仍为分式型，与前面

提到的分式型函数结构特点相似，主要不同点在于

分子分母的函数的次数不同，分子为二次函数，分母

为一次函数．可尝试分离常数法．

解法2 y一掣一垒三二蔓羔—之幽一
坠三二里兰i土兰兰二型一2(z一3)+—羔+
12，为方便起见，不妨设z一3一￡，则￡≠o，所以∥一

2r+孚+12，当t>o时胁+孚≥2√2c·÷一8，当
且仅当f一2时取等号；当f<o时，2f+÷一

一l(一2f)+—鼍l≤一2~／丽一一8，当且仅当

￡一一2时取等号．所以y∈(一。。，4]U[20，+。。)．

评析 导数法是研究函数值域的重要方法，本

例解法上的变通是一次十分有意义的尝试．试题解

法的多样性，恰好体现了知识的积累和方法的沉淀，

厚积方能薄发．解法2通过分离常数的思想，把一个

陌生的分式型函数转化为一个常数加上一个熟悉的

“对勾”函数．我们仅需研究该“对勾”函数的值域即

可得到原函数的值域．解答中对其中的一次结构进

行整体化，体现了换元简化函数的思维策略．

4 重视迁移能力

迁移能力，简单说就是一种学习对另一种学习

产生的影响，其实质就是将所学到的知识和方法应
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用到新情境中所表现出来的一种素养和能力．多数

学生在面对具有新情境的问题时，往往无法与所学

的知识和方法建立联系，这就是典型的迁移能力薄

弱的表现．迁移，就是洞悉本质的过程．提升学生的

迁移能力，是课堂教学的重要环节和核心任务．解题

教学最重要的是思维的教学，不能禁锢学生的思维，

只有开放、包容、发散的思维环境才能塑造出强大的

迁移能力．因此，解题教学中，要注重新情境的探究、

解法的多样性、问题设置的开放性、课堂的动态生

成、让学生多发表见解等教学策略的运用．

例1 求函数厂(z)一≠警的值域．
分析 分析函数结构可以发现，本题本质上与

变式2一致，同为分式型函数，分母可看成关于

sin z的一次型；由于cos 2z一1—2sin2 z，分子为关

于sin z的二次型．可以通过换元的策略转化为上面

已经探讨过的问题，用类似的办法进行解答．

解 厂(z)一芸掣，设2+sin z—f，则
￡∈[1，3]，所以原函数的值域等价于函数y—

L二坠车兰兰，￡∈[1，3]的值域，因为y—

生二掣一二兰生掣一8一f2￡+三)，又
g(￡)一2￡+÷在￡∈l 1，』箬)时递减，在￡∈

。
L 厶 ／

l雩，3忙鞔所渊‰。一g(孚)-z瓜，
g(￡)一一max{g(1)，g(3))一g(1)一9，即y∈[一1，

8—2／再]，原函数的值域为[一1，8—2／酉]．

例2 求函数厂(z)一万。竺L的
Z十Sln z‘COS z

值域．

分析1 关注到本题可通过三角恒等变换化为

关于sin z或cos z的分式二次齐次结构，然后再次

利用三角恒等变换中的“弦化切”思想，把函数

厂(z)转化为关于tan z的分式型函数，然后通过整

体换元的办法转化为前面已经研究过的问题，利用

分离常数法解答本题．解法1弛)一磊去丢景纛，厶LSⅡr z十coF z，十Smz·cOSz

当c。sz—o，即z一罢+尼丌，忌∈z时，sinz一±1，则

厂(z)一一丢；当c。s z≠o，即z≠号+矗兀，忌∈z

时，厂(z)一五i芝j‰，设t狮z—t，则t∈
R，此时原函数的值域可转化为函数y一篇的馘胁一是一主攀一

￡
【f)一丢+羔，设专+2一“，则t一2甜一4，且

甜∈R，则y一一丢+五i了二百芳丽一一丢+
———兰—一一一三__———L一8甜2—30“+30

2【8“+塑一30’
甜

因为8甜+塑≥8／丙或8甜+塑≤一8／丙，
M M

所以。<走≤篝≯，或
一簧≯≤主<¨⋯三
卜簪，一丢)u(一丢，警]．
牡∥∈卜簪，簪]．
分析2 本题也可通过三角恒等变换化为关于

sin 2z或cos 2z的分式一次结构，然后对分式结构

进行整式化处理，利用三角函数有界性来解答．解法2弛)一再黑一兰，
设y一揣测2cOs2z—ysin2z一4∥，所以
√町c。s(2z+P)一4y，其中tan P一詈，即
cOs(2卅垆)=者导岫I cOs(2卅州<1碍

I。志l≤，脚y∈[-呼，警]．
分析3 本题的函数为周期函数，把求定义域

上的值域转化为求函数在一个周期内的值域即可，

可以利用导数法解答本题．

解法3，(z)一箍，因为厂(z+丌)一
厂(z)，所以厂(z)是周期为丌的周期函数，因此
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m一竺型警舞蔷堂一豸等，wcz㈣舯n 2z一丢．
显然方程sin 2z一一丢在z∈[。，兀]上只有两个

解，不妨记为a，卢，其中詈<d<荨，荨<卢<兀．列
表如下：

丢；，(』9)一篇，其中sin 2』9一一{，因为荨<
卢<兀，所以萼<2卢<2兀，所以c。s 2』9>o，c。s 2卢一同一华．所以掷)一竿，因为
掷)>们)，所以m)瑚x一半．同理可求得
m)曲一一竿， 所以 m) 的值域
为卜等，等]．
分析4 本题的函数结构经三角恒等变换后，

同样可以利用几．佰『音艾的青、泱讲行锯答

解法4厂(z)一

善!掣车，设A(。in 2z，4+sin 2z’吠“”““。’

cos 2z)，B(一4，O)，则

厂(z)的几何意义表示为

过A，B两点的直线的斜

J

二锄 、、。
＼心．乡j、
图2

率的2倍．显然点A为单位圆上的动点，由几何直观

可得，当直线AB与单位圆相切时，其斜率取到最小

值和最大值．

在Rt△oAB中，因为l 0A l一1，l 0B l一4，又

因为oA上0B，所以l AB l一／丙，此时直线AB的

斜率忌庐a眨0BA一等一鲁∥z廊。最
大值，厂(z)一一2矗AB一生喾，由几何直观的对称

性可知厂(z)。h一一生磐．所以厂(z)的值域

为[_等，等]．
评析 这两道题的函数“体貌特征”发生明显

变化，然而数学本质并未改变．通过简单的恒等变

形、换元等手段，可以发现这两题与前面问题的共

性．因此，完全可以把解答前面问题的思想方法迁移

过来，说明两种方法异曲同工，同根同源．

5 强化选择意识

一道好的数学试题蕴含着丰富的数学知识，承

载着大量的数学信息，这种题目的解法通常都比较

多．那么，在解题教学中，是不是讲授的解法越多越

好呢?其实不然，有些解法是低效的，有些解法技巧

性高，有些解法特别繁琐，诸如此类的解法讲多了反

而无益，有时甚至会干扰学生对问题的正常理解，容

易造成“走火入魔”、误入歧途的境地．那么什么样的

解法才是好的解法，我们又该如何选择?首先，能够

揭示一般规律、具有普及性的解法一定是好的解法，

比如本文研究分式型函数值域中提到的分离常数

法，其数学本质实质上是揭示函数的单调性，由单调

性研究函数的值域显然具有一般性和普遍性．其次，

能够化繁为简、凸显思维的解法一定是好的解法，比

如本文中利用几何意义分析函数值域的方法，把繁

杂的代数推演简化为简单的几何直观，凸显了数形

结合的重要思维方法．总之，好的解法耐人寻味，发

人深思．因此在解题教学中，教师一定要有选择地讲

解方法，有意识地加强各种解法之间的对比，并给出

科学的评价和选择意见．

6 结束语

“格物致知”是中国古代儒家思想中的一个重

要概念，意思是探究事物的原理，从中获得智慧或从

中感悟到某种心得．高三的解题教学也应该是这样，

一节课解多少道题并不重要，通过对试题的分析和

解读，探究其蕴含的数学思想方法，揭示其内在的一

般性规律，传播智慧，形成能力才是解题教学的真正

要义所在．
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