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八种方法对抗数列不等式的证明 

陕西省成阳师范学院基础教育课程研究中心 (712000) 安振平 

不等式的证明是高中数学的一个难点内容，难 

就难在“放大”或“缩小”的技巧性强、目标不很明 

确、放缩适度的把握等方面．数列不等式涉及的字母 

多，综合度更高，其证明的难度更大．本文总结八种 

方法对抗数列不等式的证明，以供高三师生复习备 

考时参考． 

1．做差比较法 

做差比较法的本质是：要证明 >Y，只要证明 
— Y > 0． 

例 1 (1984年全国高考题)已知数列{％}中， 

al=。(n>2)，且 。 +t= (n N )· 

(1)求证"-a2>2； 

(2)求证：n < ． 

证明 (1)因为。．=a>2，所以0。一1>1， 

0．一2>0于是 

一' 

口
2
l ，’ 口 一4al+4 

。 一z 乏 一z —芝 可  

故 口2>2． 

(2)用数学归纳法可以证明。 >2．下用作差 

法： 

因为。 = ，。 >2，有 ％ 一l>0， 

2 一口 < 0， 

所以。 + 一。 =乏 — 一。 = 

< 0， 

故有口 <n ． 

点评 做差法是证明不等式的最为基本的、首 

选的方法．做差之后的变形，有时是需要配方、有时 

需要分解因式，关键是找出一个非负、或者非正的 

量．类似用做差方法可以证明如下问题：数列 {o I 

的通项公式为。 =(n+1)(孟) ，n=1,2，⋯，求证：当 
n<8时，有 0̈ >口 ；当n>8时，有 口 +1<口 ． 

2．做商比较法 

做商比较法的本质是：对 >0，Y>0，要证明 

>Y，只要证明 >1． 
Y 

例2 (2011年重庆高考理科题)设实数数列 

{口 }的前 n项和S ，满足S =an+lS (1"t∈N )． 

(1)若 口 ，S ，一2口：成等比数列，求S：和 0，； 

(2)求证：对k≥3有0≤ + ≤0 ≤÷． 

解 (1)易得s =一2， =÷． 

(2)由题设条件有 Js + + =O'n+1S ， 

故 s ≠l且 = ，．s = ， 

从而对 k≥3有 

S 
—

l 吼一l+．s 
一 2 

S 
一 1 — 1 a 

一

1+S 
一

2—1 

口 
一 1 

一  

：： c 2 一  

因为 2一。--ak_1+1：(口 一 1) 3 >0且 

口2 ≥ 0
，由(：lc)得 17, ≥0． 

要证。 ≤÷，由( )，只要证 

南 ≤ ， 
即证3n：一。≤4(a2k一。一Ⅱ 一。+1)，I~lJ(0 一 一2)。≥ 

0．此式明显成立． 

I~hlt。 ≤4 (k≥3)
．  

最后证 + ≤吼，而已证得。 ≥0，当 =0时， 

显然成立；当 >0时，做商，只要证等≤1． 
事实上 

因为 + ≥2，所以 
口 

口：一口 + 一口 + 
一  

因此 + ≤ (k≥3) 

≤ ： t． 
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故有0≤ +1≤ ≤÷ 

点评 当得到 ： — ，要证o≤ 

≤÷，只要研究函数 = 的最值．将 +。 J 
一  十 l 

≤ 做商变更为 ： — ，也就是转化为 
ak o：一al+ 1 

求函数Y= — 的最大值．做商之后，等号的 
一  十 1 

另一端只含一个字母，简单化了，也就函数化了． 

3．均值不等式法 

二元、n元算术 —— 几何平均值不等式是证明 

不等式的重要工具，在数列不等式证明里，往往能起 

到有效的放缩作用． 

例3 (2011年广东高考理科题)设b>0，数列 

l a．}满足nt：6，。 =—
a 

(n≥2)． 
一 ． 十 n — Z 

(1)求数列{a }的通项公式 

(2)证明：对于一切正整数 n，口 ≤ bn+l
+1． 

解 (1) = 
a 1 zn

得 
一  十 一 Z 

n 2 n— l 1 
一 = 一 + 一  

a b a 
一 l

。 b ’ 

当b：2时，旦 一 ： 1
，所以{旦 }是以首 

an an— l Z a 

项为上
a I

=  

1
，

公差为 的等差数列，所以 = 1 

+ 
1(n

— 1)= n
，从而。 =2 

当6≠2时， n+ 1 = 2‘ n-1
a a 

+ )，所 Z
— O D 

～ 1 Z — D 

以{旦
an

+ 1_}是首项为 + 1 = b，公 Z—D 口． Z—D D(Z一 ) 
比为 的等比数列，所以 + 1 = ‘ 

D n— Z — D O【Z — D ) 

c 。= ，从酏 = ． 

综上所述，数列{a }的通项公式为 

r
2， (b=2) 

％ I 
． (6≠2) 2 

一 b ‘ 

(2)当b=2时，不等式显然成立； 

当6≠2时，要证。 ≤筹+1，只需证 
≤筹 

靴 ≤ “ +1)·并  
(冲：) 

因 +1)· 
D — Z 

= (2 +b )(b 一 +2b 一 +22b 一。 

+ ⋯ +2 一 、 

= (2” b 一 +2 b 一 +⋯ +2 ) 

+(b +2b 一。+⋯ +2 一 b ) 

÷+ +．．·+ ，+c +等 
+⋯ + )] 

=2” (÷+ )+(吾+笋)+⋯ 

+(2 n-I+ )] 

≥2 c2√寺· +2√吾· +⋯ 

+2√2~ 2n-l· )(用到二元均值不等式) 
= 2 “b (1+1+⋯ +1)=n2 b ． 

所以不等式( )成立，从而原不等式成立． 

综上所述，当 b>0时，对于一切正整数 n， 
 ̂+1 

0 ≤ +1． 

点评 均值不等式的特点是把 “和”转化 

“积”，把“积”转化为“和”．事实上，利用多元基本 

不等式更简单： 

(2 ̈ +b +1)(6 +26 一 +22b 一+⋯ +2 一。) 

≥ 2 ．n ： n．2 n+-～b
．  

4．柯西不等式法 

柯西不等式是高中数学教材里的选学内容，据 

此及其变形去证明一些考题，其方法是简单明快的， 

对一些数列不等式的证明也不例外． 

例 4 (2008年陕西高考理科题)已知数列 

l ao}的首项n。=了3
， n +。 = 丢 ，n=l，2，⋯． 

(1)求{a }的通项公式； 

(2)证明：对任意的 >0，0 ≥ I_ 一 

( 一 )，一  ，2，⋯； 

¨

2 

(3)证明：al+a2 。+an> · 
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证明 这里仅给出(3)证法．由(1)题的答案 

。 = ，代入第(3)题，就得：已知 n为正整数， 

求证 ： 

南 + +．．·+ > + 一+ > 
F面给出证明．事买上 ，用栩 曲小等式 ，使得 

(y1+ +⋯ +Y )。 

‘ ‘ 。 ) 

≤(要+要+⋯+耋1／( + +⋯+ ， 、 l 2 ” 
即有立+蓝+⋯+立≥ 

． 即有 + +．一+ ≥ X
2{等  l 2 n l十 十⋯十 

据此，~ U 32-- 2+⋯ + 2 =1
一  

1
，便有 

3 3 
． 

3“ 
’  

”+碍 
≥ 

1 麓1 1 亍++寻+‘一十+亏 
． ． ． ． ． ．。 ．． ．．． ． ．．． ．． ． ．． ．．． ．． ．．．!：! ：．．．．．． ．．．．．．．一  
一  

2 2 2 

了 + 一 

=  

n + 一 

凡
2 

> ， 

即有 + +⋯+ 3n > 
． 得证． 

点评 柯西不等式的变形 +Y_L+⋯+ ≥ 
1 2 

} ，其应用十分广泛，可以证明很 
多不等式，例如：2009年陕西数学竞赛预赛试题：求 

证 ： 

一 +c ' 3
- - - -  ~ ．+c： 

≥ 

5．构造函数法 

没有函数，依据问题的情景来构造函数，通过导 

数方法研究函数性质。便能证得 目标不等式．这种利 

用函数思想证明不等式的方法，是各级各类考题的 

热门话题，值得关注． 

例5 设数列{o }、{b }满足。。：i1，2na = 

(n+1)0 ，亘l6 =In(1+0 )+ 1 n2 ， ∈N ． 

(1)求数列{a }的通项公式； 

(2)对一切 n e N ，证明： < an成立
． 

解 容易求得o =n(÷) ．下面证明第(2) 

题． 

·

．

‘口 >0，b =In(1+an)+— 1 n2 >0
，
n∈ N’， 

．

·

．

~iil!N < an
，即证 26 <n2 +2 

即要证明6 一—；1 口2 一0 <0， 

也即证明In(1+a )一a <0成立． 

令 )=In(1+ )一 ( ≥0)， 

·

．

‘

厂 ( )： 一l=芾 <o( >0)， 
即 )在(0，+∞)是减函数，故 

-厂( )<Ao)=0． 

．

·

． In(1+ )一 <0，县口In(1+a )一a <0对 

n∈N 都成立． 

故 < an成立
． 

点评 函数，( )=In(1+ )一 ( >一1)是 
一 个经典的函数，由此衍生的高考题目是非常多样 

的．例如201 1年湖北高考理科压卷题： 

(I)已知函数，( )=l 一 +1， ∈ (0， 

+∞)，求函数 )的最大值； 

(II)设a ，6 (k：1，2，⋯， )均为正数，证明： 

(1)若al6l+a2b2+⋯ +a．b ≤6l+62+⋯ + 

b ，贝Ⅱ。 0 一。 ≤1； 

(2)若 bl+b2+⋯ +b =1，贝0 

÷≤6 ⋯6 ≤6 +b；+．．·+6：． 
6．构造对偶式 

数学里的共轭无理式、共轭复数，相类似的一对 

关系，从一个关系联系到另一个对偶关系式，有时能 

起到化难为易，催化剂的作用． 

例6 对于一切大于 1的自然数，求证： 

(1+÷)(1+了1)．．．(1+ )> ． 
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证明：设 =(1 1 (1+了1)⋯(1+ ) 

一  ．
鱼 ⋯ ．． 

一

3 5 2n一 1’ 

Ⅳ=÷· ⋯一 ，容易得知 >Ⅳ> 
0，于是有 

>M·Ⅳ=÷·÷· · ⋯一 · 
2n+1 2n+ l 2n+1 

2n 一 3 4 ’ 

开方，得 

(1+了1)(1+了1)．． 1+ )> 
． 

点评 2010年广东高考理科压卷题为：已知曲 

线 C ： 一2nx+Y =0(n=1，2，⋯)．从点P(一1， 

0)向曲线c 引斜率为 ( >0)的切线l ，切点为 

P ( ，)， )． 

(1)求数列{ }与{y }的通项公式； 

(2)证明： 

容易求得 = ，这样第(2)问的左不等式 

=1时，。。= 1
，。：=sin号n，=sin号=譬， 

．

‘

．0<01<Ⅱ2<1故结论成立； 

② 假设n= 时结论成立，即0< <吼+。<1， 

．

-

．0<号a <号 <号． 
．

·

．

0 <sin <sin-仃4- 
l
< 1， 

即 0< +l< +2<1， 

也就是说n=|j}+1时，结论成立． 

由①、② 可知，对一切n∈N’均有0<a < 

0 +l< 1． 

例8 (2002年全国高考理科题)设数列{厶 } 

满足o +l=n：一 口 +1， =1，2，3，⋯ 

(1)当o =2时，求o ，o ，o ，并由此猜想出q 

的一个通项公式； 

(2)当口．≥3时，证明对所有的n≥1，有 

(i)口 ≥n+2； 

c ii) +击 。+ ≤÷． 
解 (1)易求得 0 =n+1(1≤n∈N)． 

(2)(i)用数学归纳法证明： 

① 当n=1时，0 ≥3=1十2，不等式成立； 

②假设当n= 时不等式成立，即有 ≥ +2， 

就等价于 。· · ⋯·· 一。= ×÷×⋯× 那么 
2n一】 ／】 3 2n一1 ／ 1 

<√了 了 “ 丽  √丽 ， 
这个不等式等价变形即为本例题． 

7．数学归纳法 

对于关于任意正整数的且能够建立递推关系的 

数列不等式，一般能够寻找到用数学归纳法证明的 

途径．在从 到后+1的论证过程中，往往要用到做差 

法、均值不等式法、构造函数法、放缩法等等． 

例 7 已知 口 ： (cos ，1)，西 = )， 

2sin )，口∥西，数列{ }满足口。：÷，口 ： 
叶  

，(口 )，n∈N ．证明：0<口 <0 +l<1． 

证明 ’．‘a∥6， 

．’一 s ‘2sin 一，( )=0， 

．

·

． )=sin争， 

．

’ 

，(％)=sin号 
下面用数学归纳法证明：0<口 <口 <1 

口 +l= 口 ‘n 一 口 +1 

≥( +2)0 一ka +1 

= 2a +1 

≥2(|i}+2)+1 

= 2k+5 ≥ |j}+3 

此时有 +1≥( +1)+2． 

根据①和②可知，对一切 ≥1，均有a ≥n+2． 

(ii)上文已证得 +1≥2a +1， 

即0 +l+1≥2(口 +1)， 

从而口 +1≥(0l+1)·2 I1 

≥(3+1)·2 =2̈  ， 

即 ≤ ， 

故砉 ≤砉 1≤ 砉 1=÷． 
点评 用数学归纳法证明数列不等式在历年 

的高考中时有出现，例如：2010年湖北高考理科压 

卷题为： 

已知函数，( )= +÷+c(o>0)的图象在 

点(1 1))处的切线方程为Y= 一1． 

一 

．蚕 
层 
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(1)用 口表不出 b，c； 

(2)若，( )>1似在[1，+∞)上恒成立，求口的 

取值范围； 

(3)证明：1+ +÷+⋯+ >ln(n+1)+ 
． (n≥1)． 

其实，这个不等式的证明，就可以用数学归纳法 

来实施． 

8．逐项放缩法 

在证明不等式的各种方法里，都需要从不等式 
一 端开始、放大(或缩小)若干次，以变形到另一端． 

其放大缩小一定要把握好“度”，要恰好到处． 

例9 已知口。=A：，口 =A +A；，⋯，a =A + 

A +⋯ +A：，当n∈N ，n≥2时，求~ili： 

(1)Ⅱ =n(n 一1+1)； 

(2)(1+ )(1+ )(1+ )⋯(1+ )<3． 

证明 (1)‘· A 
． 

=n而 } =na~-I ≥ 
．

·

．a =A +A +⋯+A：=n+n(A 一1+A：一1+ 

⋯+A：：：)=n(1+口 一1)． 

(2)由(1) 。+1=鲁， 
．

．

．

(1+ )(1+ )(1+j_)⋯(1+上) 

口l+1 口2+ 1 n3+1 口 + 1 
= — —一 × —‘_—一 X —三一—一 × ⋯ X — —— 

a1 口2 口3 an 

口2 
． ． ． 

口 +1 0n+1 

盖 茜 一 

(A +-+A：+ +⋯+A n++-l 

= + 可+．．‘+六+·+· + 一 ¨  ̈

<2+南 + ·+ j 
：2+1一 ：3一土 <3

． 

点评 逐项放大一点，便于裂项求和，这样就 

达到了证明的目标．对经典题 目：数列{。 }的通项 

公式为8 ：(1+J
n

- ) ， =1，2，⋯，求证：a <3， 

n=1，2，⋯．其证明就可以化归为本题的结论． 

例 10 (2011年天津理科高考题)已知数列 

{a }与{6 }满足：b +口 +．+ 口 = ， =．a b 0 b 

三—± 
， N ，且 。。：2，。：：4． 

(1)求 n3，口4，n5的值． 

(2)设c =n2 一1+Ⅱ2 +l，n E N‘，证明：{c }是 

等比数列； 

(3)设 Js ‘兰口2+n4 +⋯ +口2̂，， ∈N‘，证明： 

耋鲁< ． 
解 (1)n1=2,a2=4,a3=一3，a4=一5，口5=4． 

(2)对任意 n E N ，有 

口2 
一 l+口2n+2a2 +1=0， ① 

2。2 +口2 +l+Ⅱ2 +2=0， ( 

口2 +1+o2 +2+2a2n+3=0， ③ 

由② 一③，得 n： =n ． ④ 

将④代入①，可得 

Ⅱ2 +l+02 +3=一(口2 一1+02 +1) 

即c +l=一c (n∈N ) 

又c1=01+。3=一1，故c ≠0， 

因此 =一1，所以{c }是等比数列． 

(3)由(2)可得 02 一。+口2 + =(一1) ， 

于是，对任意 ∈N 且 |j}≥2，有 

1+。3 =一1， 

一 (口3+Ⅱ5)=一1， 

05+07 =一1， 

(一1) (口2 一3+吐2 一1)=一1． 

将以上各式相加，得 

0】+(一1) 口2 一】=一( 一1)， 

即 a =(一1)“。( +1)， 

此式，当 =1时也成立． 

由④ 式得口： =(一1)“ (|i}+3)． 

从而S2 =(口2+口4)+(06+08)+⋯ 

+(n4 一2+’口4 ) 一 ， 

一

t= S2 —n4 = +3． 

所以，对任意 n∈N ，n≥2， 

耋鲁=熹c + + + ， 
，2m 十2 2m 一 1 2m +3 2m 、 

= > I一 一一 +一 I 、 2m 2m +2 2m + 1 。2m +3 

砉 + ) 
一  一  三 ． 
一

2×3。 乏2m(2m+1) 

+ 了 <÷ 
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1 一

高考试题之图释 
四川省西昌市安宁镇荞窝监狱组织人事科 (615000) 王承宣 

题目 (2011年湖南省试题理 22)已知函数 

／ )= ，g( )= +√ ． 

(1)求函数h(x)=，( )一g(x)的零点个数，并 

说明理由； 

(2)设 数列 {％}(n E N )满 足 n ： a 

(a>0) 。 )=g( )．证明：存在常数 ，使得 

对于任意的n∈N ，都有％ ≤ 

原参考解答有生涩之感，适当组合函数，提供图 

象解答有拨云见日之爽． 

分析 (1)令 (x)= ’一 ( ≥0)，g ( )= 

时．则，。 ( )=3x 一1，由3x 一1=0解得 = 

砉’易知 )在[0，砉 上单调递减，在 砉，+∞) 
上单调递增．其图象如图 1所示．fl( )的图象过点 

(1，0)． 

显然 h( )= ( )一g ( )，由图知 =0时， 

( )=g。( )，即 =0是h(x)的零点；当 >1时， 

( )单调递增且增速快，g。( )单调递增且增速 

慢．存在 。使 (‰)=g ( )(如图1)，即 = 。是 

h(x)的零点．根据 ( )与g ( )的单调性特点知： 

h( )在 ≥0的范围内有且仅有两个零点． 

分析 (2)如图1，当 ≥ 。时 ( )≥g ( )， 

且口 ≥ +47；当0< < 0时．fl( )<gl( )，艮口 

< + 47． 

当口l=a≥ 0时，由 

a：)=g(a )知 ai= 

口1+ 口1，而由上知 口l+ 

0l≤口 ，故0<口2≤0l； 

同理凸；=口2+ ≤nl+ 

~／口l≤口 ，故0<n3≤口l， 

依次类推有0<a ≤口。= 

o．此时取M =。，则对任意 

n有 a ≤ 

J， 

) 

f f
／ g·㈣ 

l 

一  

0 

咕，号 ) 

图l 

当口l=口< 。时，n =0l+ 口l< 0+√ 0= 

且口口2< 0，而 i=02+ 2< 0+√ 0= ，即 

17,，< 。，依此类推有 <‰，此时取M = 。，则对任 

意 n有0 < 

综上，存在常数M =max{‰，o}，使得对任意的 

n∈N ，都有口 ≤ 

在推导。 =a<‰的情形时(a>0)，以上是一 

个方面，另外还有口；=0。+ >0 ，即q >Ⅱ。， 

因此 n <a：<‰，依此类推还可附得以下结论：在 

此种情形下 a1<02<⋯ <a <‰． 

辅之以适当的图象，使此压轴题内涵清晰，能帮 

助我们深刻理解原参考解答、获取新的结论、开辟解 

题途径、拓展思维触角． (收稿日期：2Ol1一lO一11) 

+熹 + 高 
= ÷+÷·[c÷一÷ +c÷一 +⋯+ 

( 一 1 )]+ 

(2n+2)(2n+3) 

对于n=1，不等式显然成立． 

点评 本题主要考查数列的有关基础知识，考 

查运算能力、推理论证能力、综合分析和解决问题的 

能力及分类讨论的思想方法．不等式证明时依然是 

放大后，裂项求和达到目标的．放缩方法证明不等式 

的一个经典例子是：把正整数数列 1，2，3，⋯ 中含数 

字9的项都删除掉，剩下的项按原次序组成一个数 

列，记作 al，a2，⋯，口 ，⋯． 
1 1 1 

求证： + +⋯ + <80．同样对含数字 
Ⅱ l a2 a 

1(或2；或8)的项都删除掉，得到的数列和也小于一 

个正常数． 

数列不等式的证明是高考、竞赛的一个热点，试 

题解决的难度较大，需要综合应用多种知识，多个方 

法，诸如：作差作商比较法、构造函数法、构造对偶关 

系法、重要不等式方法、数学归纳法、放缩方法等．应 

当紧紧盯住证明目标，结合自己积累已有知识和解 

题经验，选择恰当的方法，进行合理、合情、有效的分 

析问题、变更问题，进行适度的连续放大或缩小变 

形，实现数列不等式最优途径的证明． 

(收稿日期：2012—09—04) 
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