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　　２０２１年高考数学全国卷共有六套试卷，各具

特点，都很好地落实了数学学科立德树人、服务选

才、引导教学的高考核心功能［１］．《普 通 高 中 数 学

课程标准（２０１７年版）》明确函数是课程内容的主

线之一，其对学生学习函数内容的要求除获得“双
基”外，还要感悟和运用函数中蕴含 的 数 学 思 想

方法，促进发展六大核心素养．构造辅助函数是函

数思想方法的 基 础 性 方 法．辅 助 函 数 的 构 造 方 法

很多，包括“超越式”构造、“对称式”构造、“同构

式”构造、“引参式”构造等具体方法．运用构造法

能够巧妙、简洁地解答２０２１年高考数学全国卷中

的一些问题．构 造 辅 助 函 数 也 是 处 理 一 些 地 方 的

模考试题的基本方法．
１　“超越式”构造

例１　（２０２１新高考Ｉ卷第７题）若过点（ａ，ｂ）
可以作曲线ｙ＝ｅｘ 的两条切线，则（　　）．

Ａ．ｅｂ ＜ａ　　　　　Ｂ．ｅａ ＜ｂ
Ｃ．０＜ａ＜ｅｂ　　 Ｄ．０＜ｂ＜ｅａ

解 　 由ｙ＝ｅｘ 的单调性可知，点（ａ，ｂ）不在

该曲线上．因此，可设切点为Ｐ（ｘ０，ｙ０），则切线的

斜 率ｋ＝ｅｘ０，并且有ｙ０＝ｅｘ０，
ｙ０－ｂ
ｘ０－ａ

＝ｅｘ０．化简并

整理可得１＋ａ＝ｘ０＋ｂ·ｅ－ｘ０．
现在的问题归结为：关于ｘ０ 的方程１＋ａ＝

ｘ０＋ｂ·ｅ－ｘ０ 有且仅有２个解．这是一个含２个参

数ａ，ｂ的超越方程，直接求解或获得解的情况均

不可能．从而可考虑构造辅助函数，通过研究辅助

函数的某些性质（如单调性、极值或最值等），并借

助于这些性质，以获得问题的解决．
设ｈ（ｘ）＝ｘ＋ｂｅ－ｘ，则需关于ｘ的方程ｈ（ｘ）＝

１＋ａ有且仅有２个解．因为过点（ａ，ｂ）可作曲线ｙ
＝ｅｘ 的两条切线，所以ｂ＞０．否则，若ｂ≤０，则

ｈ′（ｘ）＝１－ｂｅ－ｘ ＞０，ｈ（ｘ）在（－∞，＋∞）上单

调递增，方程ｈ（ｘ）＝１＋ａ不可能有两解．注意到

当ｂ ＞０时，有ｌｉｍ
ｘ→－∞
ｈ（ｘ）＝＋∞，ｌｉｍ

ｘ→＋∞
ｈ（ｘ）＝

＋∞．此时，函数ｈ（ｘ）＝ｘ＋ｂｅ－ｘ 没有最大值．因
此，欲使关于ｘ的方程ｈ（ｘ）＝１＋ａ有且仅有２个

解，需且只需ｈ（ｘ）ｍｉｎ＜１＋ａ．再令ｈ′（ｘ）＝１－
ｂｅ－ｘ ＝０，得ｘ＝ｌｎ　ｂ．ｈ（ｘ）在（０，ｌｎ　ｂ）上单调递

减，在（ｌｎ　ｂ，＋ ∞）上 单 调 递 增，故ｈ（ｘ）ｍｉｎ ＝
ｈ（ｌｎ　ｂ）＝ｌｎ　ｂ＋１．令１＋ａ＞ｌｎ　ｂ＋１，解得ｅａ ＞
ｂ．又ｂ＞０，故选Ｄ．

评析 　本题得到１＋ａ＝ｘ０＋ｂ·ｅ－ｘ０ 后，容
易发现这是一个超越方程，无法直接求解和判断

解的情况．于 是，考 虑 构 造 辅 助 函 数ｈ（ｘ）＝ｘ＋
ｂｅ－ｘ，通过研究ｈ（ｘ）的最小值与１＋ａ的大小关

系，建立不等量关系，从而巧妙获解．
函数综合题一般会涉及超越函数，这是高考

的重点、难点和热点内容．其处理方法一般是构造

辅助函数，利用高阶求导、隐零点转化、精准放缩、
设而不求等技巧求解．
２　“对称式”构造

例２　（２０２１新高考全国Ｉ卷第２２题）已知函

数ｆ（ｘ）＝ｘ（１－ｌｎ　ｘ）．
（１）讨论ｆ（ｘ）的单调性；
（２）设ａ，ｂ为两个不相等的正数，且ｂｌｎ　ａ－

ａｌｎ　ｂ＝ａ－ｂ，证明：２＜
１
ａ ＋

１
ｂ ＜ｅ．

解　（１）ｆ′（ｘ）＝－ｌｎ　ｘ，ｆ（ｘ）在（０，１）上单

调递增，在（１，＋∞）上单调递减．（由洛必达法则

知ｌｉｍ
ｘ→０＋
ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ

ｘ→０＋

１－ｌｎ　ｘ
１
ｘ

＝ｌｉｍ
ｘ→０＋

－
１
ｘ

－
１
ｘ２
＝ｌｉｍ
ｘ→０＋
ｘ＝

０；ｆ（ｅ）＝０．）

（２）ｂｌｎ　ａ－ａｌｎ　ｂ＝ａ－ｂ
１
ａ －

１
ａｌｎ

１
ａ ＝

１
ｂ －

１
ｂｌｎ

１
ｂ
，即ｆ

１
ａ（ ）＝ｆ １

ｂ（ ）．令１ａ ＝ｘ１，１ｂ ＝
ｘ２．由题意不妨设０＜ｘ１＜１＜ｘ２＜ｅ，从而即证

２＜ｘ１＋ｘ２ ＜ｅ．
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　　 先证ｘ１＋ｘ２＞２．令Ｆ（ｘ）＝ｆ（ｘ）－ｆ（２－
ｘ），则Ｆ′（ｘ）＝－ｌｎ　ｘ＋ｌｎ（２－ｘ）．当ｘ∈（０，１）
时，Ｆ′（ｘ）＞０，Ｆ（ｘ）单调递增．又Ｆ（１）＝０，则

ｆ（ｘ）＜ｆ（２－ｘ），ｆ（ｘ２）＝ｆ（ｘ１）＜ｆ（２－ｘ１）．
又ｆ（ｘ）在（１，＋∞）上单调递减，ｘ２∈（１，ｅ），２－
ｘ１∈（１，２）．所以ｘ２＞２－ｘ１，也即ｘ１＋ｘ２＞２．

再证ｘ１＋ｘ２＜ｅ．ｆ（ｘ）在点（ｅ，０）处的切线

为φ（ｘ）＝ｅ－ｘ．令Ｇ（ｘ）＝ｆ（ｘ）－φ（ｘ）＝２ｘ－
ｘｌｎ　ｘ－ｅ，ｘ∈（０，ｅ）．Ｇ′（ｘ）＝１－ｌｎ　ｘ＞０，Ｇ（ｘ）

单 调递增．又因为Ｇ（ｘ）＜Ｇ（ｅ）＝０，所以ｆ（ｘ）＜
φ（ｘ）．令ｆ（ｘ１）＝ｆ（ｘ２）＝ｔ，则有ｔ＝ｆ（ｘ２）＜
φ（ｘ２）＝ｅ－ｘ２ｘ２＜ｅ－ｔ；ｔ＝ｆ（ｘ１）＝ｘ１（１－ｌｎ
ｘ１），ｘ１ ∈ （０，１）时，ｔ＝ｘ１（１－ｌｎ　ｘ１）＞ｘ１，即

ｘ１ ＜ｔ．所以ｘ１＋ｘ２ ＜ｅ．

综上所述，２＜ｘ１＋ｘ２＜ｅ，即证得２＜
１
ａ＋

１
ｂ ＜ｅ．

评析 　 本题是典型的极值点偏移问题．通过

观察，考虑将ｂｌｎ　ａ－ａｌｎ　ｂ＝ａ－ｂ化为对称的式

子１
ａ－

１
ａｌｎ

１
ａ＝

１
ｂ－

１
ｂｌｎ

１
ｂ
，这是解题的关键．这

需要考生有一双发现“对称美”的眼睛，通过构造

一元对称 差 函 数（原 函 数 与 切 线 函 数 的 差 函 数）
巧妙地完成证明．

利用“对称 式”函 数 解 题 的 基 本 思 路 可 归 结

为：恒等变形（配凑）—“对称式”结构 — 构造辅助

函数—探讨辅助函数的性质—应用性质—结论．
３　“同构式”构造

例３　（２０２１全 国 甲 卷 理 科 第２１题）已 知

ａ＞０且ａ≠１，函数ｆ（ｘ）＝
ｘａ

ａｘ
（ｘ＞０）．

（１）当ａ＝２时，求ｆ（ｘ）的单调区间；
（２）若曲线ｙ＝ｆ（ｘ）与直线ｙ＝１有且仅有

两个交点，求ａ的取值范围．

解 　（１）当ａ＝２时，ｆ（ｘ）＝
ｘ２

２ｘ
，ｆ′（ｘ）＝

ｘ（２－ｘｌｎ　２）
２ｘ

．令ｆ′（ｘ）＞０，解得ｘ∈ ０，２
ｌｎ　２（ ）；

令ｆ′（ｘ）＜０，解得ｘ∈
２
ｌｎ　２

，＋∞（ ）．因此，ｆ（ｘ）

的 单 调 增 区 间 为 ０，２
ｌｎ　２（ ）， 单 调 减 区 间

为 ２
ｌｎ　２

，＋∞（ ）．
（２）由题设知ｆ（ｘ）＝１在（０，＋∞）内有两个

不等 的 实 根，即ｆ（ｘ）＝１ｘａ ＝ａｘａｌｎ　ｘ＝

ｘｌｎ　ａ
ｌｎ　ｘ
ｘ ＝

ｌｎ　ａ
ａ ．令ｇ（ｘ）＝

ｌｎ　ｘ
ｘ
，则ｇ′（ｘ）＝

１－ｌｎ　ｘ
ｘ２

．ｇ（ｘ）在（０，ｅ）上单调递增，在（ｅ，＋∞）

上单 调 递 减，ｇ（ｅ）＝
１
ｅ
，ｇ（１）＝０．又ｌｉｍ

ｘ→０＋
ｇ（ｘ）＝

－∞，ｌｉｍ
ｘ→＋∞
ｇ（ｘ）＝０．因 此，若 要 有 两 个 不 等 的 实

根，则０＜
ｌｎ　ａ
ａ ＜

１
ｅ
．故ａ＞１且ａ≠ｅ．

评析 　 本题虽是压轴题，但题干中的函数结

构特别简单，经变形容易得到ｌｎ　ｘ
ｘ ＝

ｌｎ　ａ
ａ ．注意到

等式左右的结构完全相同，即“同构”．可自然地构

造ｇ（ｘ）＝
ｌｎ　ｘ
ｘ ．再 利 用 导 函 数 的 正 负 判 断 单 调

性、求极（最）值即可．
指数、对数间有着密切联系，同时含有指数、

对数的题目常可通过式子的恒等变形、配凑等变

换，得到“同构”的形式，再构造出辅助函数，接着

探讨函数性质，最后利用性质解决问题．这一解题

思路可归 结 为：恒 等 变 形（配 凑）—“同 构 式”结

构—构造辅助函数—研究辅助函数的性质—应

用性质 — 结论．
４　“引参式”构造

例４　（２０２１全国乙 卷 理 科 第１２题）设ａ＝

２ｌｎ　１．０１，ｂ＝ｌｎ　１．０２，ｃ＝槡１．０４－１，则（　　）．
Ａ．ａ＜ｂ＜ｃ　　Ｂ．ｂ＜ｃ＜ａ
Ｃ．ｂ＜ａ＜ｃ　　Ｄ．ｃ＜ａ＜ｂ
解 　 由 题 知ａ ＝２ｌｎ　１．０１＝ｌｎ　１．０１２ ＝

ｌｎ　１．０２０　１＞ｌｎ　１．０２＝ｂ，所 以 排 除 Ａ 和 Ｄ．ａ＝

２ｌｎ　１．０１＝２ｌｎ（１ ＋ ０．０１），ｃ　＝ 槡１．０４ － １ ＝
１＋４　×槡 ０．０１－１．设 函 数ｆ（ｘ）＝２ｌｎ（１＋ｘ），

ｇ（ｘ）＝ １＋４槡 ｘ －１，并 令 Ｆ（ｘ）＝ｆ（ｘ）－

ｇ（ｘ）＝２ｌｎ（１＋ｘ）－ １＋４槡 ｘ＋１．于是，若要判断

ａ与ｃ的大小，只需判断Ｆ（０．０１）的正负即可．对

Ｆ（ｘ）求 导 得 Ｆ′（ｘ）＝
２

１＋ｘ －
２

１＋４槡 ｘ
＝

２［１＋４槡 ｘ－（１＋ｘ）］
（１＋ｘ） １＋４槡 ｘ

（ｘ≥－
１
４
）．令Ｆ′（ｘ）＝０，

ｘ１＝０，ｘ２＝２，ｘ∈（０，２）时，Ｆ′（ｘ）＞０，Ｆ（ｘ）单

调 递增．因为０．０１∈（０，２），所以Ｆ（０．０１）＞Ｆ（０）

＝０，因此ａ＞ｃ．综上，选Ｂ．
评析　此题是本套试卷中极具创新性、难度
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２０２１年高考试题中的数学文化

范佳清　张维忠　（浙江师范大学教师教育学院　３２１００４）

　　数学承载着思想和文化，是人类文明的重要

组成部分．数学文化是指数学的思想、精神、语言、
方法、观点，以及它们的形成和发展；还包括了数

学在人类生活、科学技术、社会发展中作出的贡献

和意义，以及与 数 学 相 关 的 人 文 活 动．《普 通 高 中

数学课程标准（２０１７年版２０２０年 修 订）》强 调 高

考试题要融入与渗透数学文化［１］．《中国高考评价

体系》强 调 高 考 数 学 在 考 查 过 程 中 增 加 自 然 科

学、人文与社会科学等多个领域以及现实生活、数
学文化中的材料作为试题背景，考查学生运用数

学知识解决实际问题的能力，促进学生数学素养

的形成和发展［２］．为此，本文围绕２０２１年高考中的

有关数学文化的试题进行分析讨论，以 期 为 高 考

数学试题编拟和数学文化教学提供启示与借鉴．

１　 试题特征

２０２１年全国各地共有１０套高考数学试卷，包
括全国甲卷、全国乙卷的文科卷和理科卷，新高考

卷Ｉ，新高 考 卷ＩＩ，北 京 卷，上 海 卷，浙 江 卷，天 津

卷．其中，有关数学文化的试题共有１７题（文、理

科卷中相同的试题视为一道）．
借鉴张维忠等的研究，按照内容类型将高考

试题中的数学文化分为数学与人文艺术、数学与

科技、数学与生活以及数学史［３］，将呈现形式分为

附加型、可分离型、不可分离型［４］．
表１　２０２１年全国高考数学数学文化试题特征

试卷 题号 题型 背景与名称 内容类型 呈现形式 知识点分布

全国甲卷

２ 选择题 农村扶贫 数学与生活 可分离型 概率

４ 选择题 视力问题 数学与生活 可分离型 函数

８ 选择题 地理测量 数学与生活 不可分离型 立体几何

１７ 解答题 机床生产 数学与生活 可分离型 概率

全国乙卷

６ 选择题 冬奥会 数学与生活 可分离型 概率

９ 选择题 刘徽《海岛算经》 数学史 不可分离型 平面几何

１７ 解答题 设备生产 数学与生活 可分离型 概率

新高考卷 Ⅰ
１６ 解答题 剪纸艺术 数学与人文艺术 附加型 数列求和

１８ 解答题 “一带一路” 数学与人文艺术 附加型 概率

新高考卷 Ⅱ
４ 选择题 北斗三号 数学与科技 不可分离型 立体几何

２１ 解答题 生命科学 数学与科技 可分离型 概率

北京卷

６ 选择题 党旗规格 数学与生活 可分离型 等差数列

８ 选择题 自制雨量器 数学与生活 不可分离型 立体几何

１８ 解答题 核酸检测 数学与生活 可分离型 概率

上海卷
１０ 填空题 场馆参观 数学与生活 可分离型 概率

１９ 解答题 企业营业额 数学与生活 可分离型 数列求和

浙江卷 １１ 填空题 赵爽弦图 数学史 附加型 平面几何

檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪檪
较大的题目之一，是一道值得“小题大做”的好题．
在比较ａ与ｃ的大小时，由于二者均为离散性的

数，不容易直接依据数值的精确计算（估算）比较

它们的大小．因此，不考虑孤立地对两个数值进行

大小比较，而想到引入变量把具体数值一般化（即
数值 — 字母（参数）化），借助于函数这一强大工

具，先将数值０．０１一般化为变量ｘ，再将变量ｘ赋

值为０．０１，这充分体现了“特殊 → 一般 → 特殊”
的思维策略．

需要注意的是，引 入“参 数”应 是 广 义 的，不

仅限于自变量，还可利用不等式的性质分离参数、
以变换主元等方式引入参数和构造辅助函数来解

决疑难问题．
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