
4 数学通报 2020年 第59卷 第12期

利用几何图形建立直观通过代数运算刻画规律

——“平面向量及其应用"内容分析与教学思考

章建跃

(人民教育出版社课程教材研究所 100081)

关于数与形的联系，华罗庚先生有诗曰：

数与形

本是相倚依

焉能分作两边飞

数缺形时少直观形缺数时难入微

数形结合百般好隔离分家万事休

切莫忘

几何代数统一体永远联系莫分离

这说明，当我们把数、形统一起来考虑时，对

这两者的认识都会变得更深刻；否则，将两者孤立

起来，那么数与形都不会走得太远．“现代数学强

调用代数的方法研究几何，其本质是通过几何图

形建立直观，通过代数运算刻画规律．”([1]，

p．40)

以往高中数学课程都是将代数与函数放在一

起．与此不同，《普通高中数学课程标准(2017年

版)》首次设置了“几何与代数”内容主线，必修内

容包括平面向量、复数和立体几何初步，选择性必

修内容包括空间向量与立体几何、平面解析几何．

如此设置的理由，“一是为代数、特别是线性代数

的学习建立几何直观，这个几何直观对于学生的

未来学习是非常重要的；二是让学生知道如何用

代数运算解决几何问题，这是现代数学的重要研

究手法．”([1]，p．51)

显然，要使数与形结合起来，需要桥梁，需要

有数形结合的研究工具．笛卡尔发明了直角坐标

系，成功地在数与形之间搭建了桥梁，而向量概念

的建立，则使我们有了“集数与形于一身的数学研

究工具”．正如课程标准指出：向量理论具有深刻

的数学内涵、丰富的物理背景．向量既是代数研究

对象，也是几何研究对象，是沟通几何与代数的桥

梁．向量是描述直线、曲线、平面、曲面以及高维空

间数学问题的基本工具，是进一步学习和研究其

他数学领域问题的基础，在解决实际问题中发挥

重要作用．

下面我们从平面向量开始讨论几何与代数主

线的内容．

1 课程定位

课程标准认为，本单元的学习，可以帮助学生

理解平面向量的几何意义和代数意义；掌握平面

向量的概念、运算、向量基本定理以及向量的应

用；用向量语言、方法表述和解决现实生活、数学

和物理中的问题．本单元的内容包括：向量概念、

向量运算、向量基本定理及坐标表示、向量应用．

分析课程标准的上述表述，可以得出如下

认识：

第一，向量是描述几何图形的基本工具，首先

应让学生理解这是一种怎样的工具，掌握它的语

言、方法；

第二，向量是一种量，类比数量的研究经验，

需要研究它的运算，有了运算才能用来刻画几何

对象，否则它就只是一个“路标”；

第三，几何图形组成元素的相互关系(位置关

系、大小关系)就是它的基本性质，所以如何用向

量表示几何基本元素是首先要解决的问题，这就

是向量基本定理及其坐标表示关注的问题；

第四，向量应用范围非常广泛，但在高中，学

习用向量法解决几何问题是基本任务．

2内容与要求

2．1 向量概念

(1)通过对力、速度、位移等的分析，了解平面

向量的实际背景，理解平面向量的意义和两个向
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量相等的含义．

(2)理解平面向量的几何表示和基本要素．

2．2 向量运算

(1)借助实例和平面向量的几何表示，掌握平

面向量加、减运算及运算规则，理解其几何意义．

(2)通过实例分析，掌握平面向量数乘运算及

运算规则，理解其几何意义．理解两个平面向量共

线的含义．

(3)了解平面向量的线性运算性质及其几何

意义．

(4)通过物理中功等实例，理解平面向量数量

积的概念及其物理意义，会计算平面向量的数

量积．

(5)通过几何直观，了解平面向量投影的概念

以及投影向量的意义．

(6)会用数量积判断两个平面向量的垂直

关系．

2．3向量基本定理及坐标表示

(1)理解平面向量基本定理及其意义．

(2)借助平面直角坐标系，掌握平面向量的正

交分解及坐标表示．

(3)会用坐标表示平面向量的加、减运算与数

乘运算．

(4)能用坐标表示平面向量的数量积，会表示

两个平面向量的夹角．

(5)能用坐标表示平面向量共线、垂直的

条件．

2．4向量应用与解三角形

(1)会用向量方法解决简单的平面几何问题、

力学问题以及其他实际问题，体会向量在解决数

学和实际问题中的作用．

(2)借助向量的运算，探索三角形边长与角度

的关系，掌握余弦定理、正弦定理．

(3)能用余弦定理、正弦定理解决简单的实际

问题．

可以发现，课程标准按照“背景——概念——

运算——联系——应用”的结构给出内容和要求，

逻辑清晰、要求明确．

3本单元的认知基础分析

本单元内容对学生而言是全新的，“既有方向

又有大小的量”在以往的数学学习中没有正式接

触过，但他们从许多途径积累了学习向量所需要

的认知基础．无论对教材编写还是对教学，追溯一

个数学内容的认知基础，都是为了明确教学的出

发点．因此，我们应把它放到其所在的知识系统中

进行分析．

从哪些角度分析本单元的认知基础呢?显

然，我们应该从向量这个研究对象的特点人手．

首先，向量是代数研究对象，所以代数学习中

积累的知识经验是向量的认知基础之一，具体而

言是运算对象的抽象与表示、运算体系的建立、通

过运算解决问题的思想方法．所以，本单元内容的

处理要始终强调通过类比数及其运算学习向量及

其运算．

第二，向量是几何研究对象，所以在几何学习

中积累的知识经验是向量的另一个认知基础，具

体而言是几何对象的抽象与表示、图形性质的内

涵与发现等等．特别是，向量运算法则、运算律都

有明确的几何意义，而且是以平面几何的相关定

理作为逻辑基础的．例如，向量加法的定义、交换

律以平行四边形的性质定理为基础，数乘向量的

分配律以相似三角形的性质定理为基础，数量积

的定义、运算律以勾股定理(余弦定理)为基础

等等．

第三，向量集数与形于一身，所以在研究过程

中始终要从数与形两个角度考虑，从向量的表示，

到向量的运算定义和性质，都是如此．向量是一个

数形融合的工具，在应用向量解决问题时(高中阶

段主要是几何问题，如推导正弦定理、余弦定理

等)，具有独特优势，但这是学生以往经验中不具

备的．所以，“向量法”的奥秘需要我们有意识地引

导学生加强体验．

第四，学生初次接触用向量的语言表示几何

中的定性关系(例如直线、平面的平行、垂直)、定

量关系(例如比例关系、三角形定理、平行四边形

定理)，对于其中蕴含的数学思想需要在解决问题

的过程中逐步领会．学习语言的最好方法就是用

语言去表达，要通过适当的解题训练，让学生形成

用向量语言表达数学问题的习惯．

第五，向量的概念、运算都有明确的物理背

景，力、速度、位移、功等都是学生已经学习过的，

这为本章的学习打下了很好的基础．
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4内容的理解与教学思考

4．1 向量是一个怎样的数学对象

理解研究对象是数学学习的首要一环，我们

常说“理解基本概念”，其含义首先是理解研究

对象．

课程标准指出，向量既是代数研究对象，也是

几何研究对象．由此，我们可以从这两种对象的特

征入手做一些分析．

首先，几何对象是图形(点、线、面、体)和图形

的关系．向量作为几何对象，主要是向量的几何表

示，用向量的语言表示空间图形的概念、性质、关

系和变换等，这就赋予了向量的几何属性．

其次，代数对象是数量和数量关系，代数的核

心是运算．向量作为代数对象，是指向量作为一个

运算对象，就要研究关于向量的运算法则和相应

的运算律，以及通过向量运算解决数学和现实的

问题．

4．2向量是怎样的基本工具

课程标准认为，向量是描述几何图形的基本

工具，这个工具有什么特点呢?

首先，向量集数与形于一身，因此数形结合成

为它的内在之意．利用它可以方便地为代数(特别

是线性代数)建立几何直观，同时也可以通过代数

运算(向量运算)研究几何规律．因此，向量是数学

研究中的一个基本工具．

其次，向量集大小与方向于一身，为解决数学

中最本质的问题——度量，包括长度、角度，提供

了有用、好用的工具．

第三，向量及其运算都有明确的物理背景，所

以也是解决实际问题的重要工具．

4．3如何构建向量的研究路径

尽管向量也是几何研究对象，但对它的研究

是按代数对象的研究路径展开的，在此过程中通

过对向量运算、运算律的几何意义的研究以及用

于解决几何问题来体现其几何属性：背景引

人——向量的概念与表示——向量的运算、运算

律及其几何意义——向量基本定理及坐标表

示——向量应用．其中，向量基本定理处于向量理

论与应用的联结点位置．

4．4关于向量概念的教学

(1)引人向量概念要注意什么?

数学概念的引入要讲背景．向量概念的引入，

背景材料的选择上要注意如下几点：

典型性：位移、力、速度是典型的、学生熟悉的

既有大小也有方向的量；

丰富性：要尽量举不同领域的例子；

比较性：为了使概念清晰、可辨，比较是一个

好方法，所以要提供比较对象，这里是以数量为比

较对象，通过比较领悟向量的要素．

(2)向量概念的抽象要完成哪些事?向量的

表示要“表示”什么?

这是向量概念教学要考虑的基本问题．向量

概念的抽象按“共性特征的归纳——定义——表

示——基本性质”的套路进行：

定义，要给出向量的内涵，规定向量相等的含

义．这里，通过定义明确研究对象的内涵，由此可

以判断一个元素是否属于研究对象的集合．对于

一个集合，我们要求其元素具有互异性，但对集合

中的元素个体而言，其具体属性是多样化的，因此

必须在定义对象的时候明确“相等”或“相同”的含

义，由此也清楚了我们到底关心什么．由向量相等

的定义知道，我们最关心的是“大小”和“方向”．我

们知道，对线段、角的度量是几何的本质所在，而

向量的大小本质上就是线段的长度，两个向量的

方向差别就是它们所成角的大小，向量的这种特

性使向量成为表示几何图形的基本工具．

表示，因为向量的要素有大小和方向，因此要

用集大小和方向于一身的数学符号，而且要有几

何和代数两种表示，有向线段AB和代数符号n

及其手写体n是数学共同体的约定．

向量的基本性质，在定义一个研究对象时，我

们总是要通过对基本性质的研究，进一步认识这

个研究对象．“基本性质”是指对象要素之间的基

本关系．这里可以引导学生思考：数的基本性质就

是数的大小关系，向量的基本性质是什么?

从“大小”看，就是向量长度的大小，与数的大

小关系类似，所以不必专门研究；

从“方向”看，由“特殊关系”人手(这是讨论基

本性质的基本着眼点)，有“同向”、“反向”和垂直，

得到平行向量、共线向量等关系．

归纳起来，向量概念的教学就是要让学生完

成①定义向量概念，②认识“平面向量集合”中的

元素，可以概括为如下流程：

现实背景(力、速度、位移等)——定义——表
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示(图形、符号、方向、大小)——特例(零向量、单

位向量)——性质(向量与向量的关系，相等是最

重要的关系；重点考虑“方向”，得出平行向量、共

线向量、相反向量等)．

(3)为什么“向量是自由的”?

向量刻画了现实事物的两个最基本属性——

大小和方向，两个向量如果方向相同，那么它们平

行，而平行具有可传递性，所以向量可以“自由平

移”．自由的向量才有力量!例如，如果向量不自

由，那么“三角形法则”和“平行四边形法则”就无

法统一．由向量“自由性”，我们可以把向量平移，

使所有向量的起点都与原点重合，这就可以使向

量进一步代数化，将给问题的讨论带来方便．

4．5定义向量运算应遵循怎样的原则

如何定义带有方向的量的运算?

类比数及其运算的研究，引进一种量就要定

义运算，定义一种运算就要研究运算律．

根据定义数的运算的经验，定义一种运算要

讲合理性，具体体现在两个方面：数学内部的和谐

性，即要符合运算的一般规律；与现实背景相吻

合，即要反映现实中相应事物的规律性．

显然，定义向量运算法则的关键是定义“方向

的运算”．在有理数的学习中，学生已经有这样的

经验：定义有理数运算的关键是解决“符号法则”，

例如“负负得正”、“正负得负”，而“符号”实际上代

表了方向，只不过是两种特定的方向——相反方

向；有理数的加减可以统一为加法，其根源是数带

有符号，其本质可以归结为数轴上的向量运算：

AB+BC—AC，其中A，B，C为数轴上的点．因

此，数的运算中的符号法则对定义向量运算法则

既有启发性，同时，共线向量的运算应该与数的运

算保持和谐．

另一方面，位移、速度、力等是向量的现实背

景，位移的合成、物体受力做功等反映了现实事物

运动变化的客观规律性，定义向量运算法则应该

与这些规律具有一致性．正因为如此，在定义向量

运算法则时我们总是从相应的物理背景出发，从

中得到启发并给出定义．

4．6关于向量的加减

(1)如何说明向量加减运算法则的合理性?

定义向量的加减运算，关键是解决“方向的加

减”．对照物理背景可知，加法的最佳背景是位移

的合成、力的合成，分别对应于三角形法则和平行

四边形法则；减法的最佳背景是物体受力平衡．

因为向量线性运算结果仍然是向量，所以要

结合运算的物理背景，加强运算法则和运算律的

代数表示和几何意义．例如，结合力的合成和物体

受力平衡看向量的加减运算：如图1，设0A，oB

是加在物体0上的两个力，由力的平行四边形法

则，有
———+———+———+

OA+0B=0C， 彳

其中0C是0ACB的对角线．

这个法则表明，将两个力0A，

商施加到一个物体上，那么这D
个物体受到的力是大小和方向

为0C的力．这就是向量加法平

口

图l

行四边形法则的物理背景，这也说明向量加法的

平行四边形法则与客观世界的规律性是无矛

盾的．

这个法则的合理性也可以从几何上进行说

明，只要将0A，0B向0C作垂直投影(因为oB

—AC，所以相当于作A点在0C上的投影)，那

么两个投影向量之和与0C相等．

进一步的，考虑物体O的受力平衡．显然，这

时需要有第三个力，这个力与OC大小相等、方向

相反．类比数的减法，先通过加法定义相反数，再

利用相反数定义减法(实际上是把减法归结为加

法)，我们先定义与向量口的大小相等方向相反的

向量为n的相反向量，记为一口．这个定义的物理

模型就是力的平衡原理：如图2，两个力OA，0B

的合力为0C，与0C大小相等、方向相反的力为

一0C，这时物体0达到受力平衡可以表示为

D

C

图2
————+————÷●————+

(0A+0B)一0C一0．

由此可以得到：
———÷_———+———+————}———+———+
0C一0B—OA，0C一0A一0B．

由图2还可得：

0C+(一OB)一0A，OC+(一0A)一oB．
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于是
———+———+———■●———+

0C一0B一0C+(一0B)，
———{●—--+————’———+

0C—oA=0C+(一0A)．

所以，把向量减法定义为“减去一个向量等于

加上它的相反向量”，符合数学内部的和谐性、与

客观世界规律无矛盾的要求．

根据向量加法、减法的定义，对于△ABC，我

们有：
———+·—·—’———+—-—+—--+———+
AB+BC=AC净AB+BC—AC=0

———+———+——’
净AB+BC+CA=O．(*)

上述(*)式称为“三角形回路’’，可以推广为

ABl+B1B2+B 2B 3+⋯+B。A=0，

这一“向量回路”在解决几何问题时有基本的重

要性．

(2)如何引导学生发现和提出运算性质?

学生对运算律是熟悉的，但他们可能并不知

道为什么一定要研究运算律，对其重要性没有多

大感觉．究其原因，一是运算律基本上就是“常

识”，属于不学也会的知识；二是其重要性要在代

数的理论构建中才能显示出来，对学生而言还没

有到这个时候．对于这种观念性的东西，教师要从

数学的严谨性角度加强引导．

运算性质与运算对象的特征有直接关系．因

为向量有大小(代数)和方向(几何)两个要素，所

以运算性质也要从代数和几何两个方面来考虑．

首先，类比数的加法运算律，容易想到向量加

法的交换律、结合律，利用定义就可以验证．教学

实践表明，有的学生不知道到底要验证什么，他们

往往机械地画出两个图形(如图3)：

图3

另外一点是学生不太清楚加法的交换律与平

行四边形性质之间的逻辑关系(其实有的老师也

不清楚)，这里要让学生思考一下这个问题，使他

们明确，加法交换律是平行四边形性质的代数表

示．也就是说，交换律的成立是以平行四边形性质

为逻辑基础的：如图4，根据平行四边形的性

质，有

图4

··—+———+————●，———{●
AB=DC。AD=BC．

由向量加法定义，有

AB+BC=AC，AD+DC=AC．

所以

AB+BC=AD+DC=BC+AB．

这里再次强调，因为向量集大小与方向这两

个最基本的几何要素于一身，所以向量运算及其

运算律也必然反映了最基本的几何性质，因此向

量是描述和研究几何图形的基本工具．对此，人教

A版在本单元的小结中进行了总结．形成这样的

观念是具备数学学科核心素养的表现，教师应有

意识地进行引导．

对运算律几何意义的考察，立足点在运算．直

接从几何角度看运算，可以从两个向量的特殊关

系人手，发现如下问题值得研究：共线向量的加法

有什么特殊性，不共线时有什么几何特征．

对于共线向量的加法，实际上和实数的“代数

和”完全一致，人教A版让学生自己探究这个问

题，可以培养学生联系的观点、分类讨论的能力．

当n，6不共线时，J口I，|6 f，I口+6 I构成三角

形的三边，可得三角形不等式．

4．7数乘向量

(1)数乘向量运算律的逻辑基础是什么?

数与向量相乘，是两个不同数学对象之间的

运算，运算结果是向量．也就是说，这里的“主角”

是向量，为什么呢?

类比“自然数的乘法是自相加的缩写”，可以

提供直观背景：以个向量口相加的和定义为竹n，即

咒口一口+n+⋯+口，(行+1)n一舢I+口．
、—‘——————、。‘——————一

H个

另外，(一72)口一咒(一口)一一(咒口)，这可以根

据相反向量的意义进行说明．

由上述定义，可以验证下列运算律：

I．m口+挖口一(m+咒)n；

Ⅱ．m(n口)一(m咒)口； (*)
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Ⅲ．咒n+咒6=以(n+6)．

设口=AB≠o，竹等分AB，B。{i=1，2，⋯，

，l一1)为等分点，那么

ABl=B1B 2=B2B 3=⋯=B。一1B，

想AB】=AB．

1—-．．．——I
所以，可以定义二AB=AB。，它是使咒工=口

行

成立的唯一解．然后我们可以定义

毛：m f匕1_三(优口)．
72 ＼扎 ， 咒

在上述定义下，可以证明运算律(*)依然

成立．

最后，像从有理数集拓展到实数集一样，我们

可以将数的范围扩展到实数，得到口的任意实数

倍A口，而且运算律(*)仍然成立．

这里要特别提醒注意，运算律A(口+6)一An

+A6，它的本质就是相似三角形对应边成比例定

理的代数化形式：

令口=AB，6=BC，则

口+6=AC．如图5，△ABC

∽△A181 Cl，A=A1，相

似比为A，那么

AB】=An，B】C1=A6，
一

AC、=AD+A6=A(口+务)．

1所以，数乘向量分配律
图5

的逻辑基础是相似三角形定理．

(2)如何理解向量共线定理?

人教A版先给出向量共线定理：

设口是非零向量，则向量6与n共线的充要

条件是存在唯一一个实数A，使6=A口．

然后说：设非零向量n位于直线z上，那么对

于2上的任意一个向量6，都存在唯一一个实数

A，使6=A口．也就是说，位于同一直线上的向量可

以由位于这条直线上的一个非零向量表示．([2]，

p．15)

实际上，这就是“一维向量基本定理”．在此基

础上，我们可以给出相应的坐标表示，这与平面向

量基本定理及坐标表示是一样的．

一维向量的坐标表示：设P是与数轴m的
方向相同的单位向量，口是数轴m上的一个任
意向量，那么根据基本定理，存在唯一实数A，使口

一AP．这样，以P为基底，直线0曩上的任一向量口

都可以由一个实数A唯一确定，这个A就称为向

量口的一维坐标．设0A=AP(0为原点，A在数

轴上)，则0A的坐标就是终点A的坐标；反之，

数轴上点A的坐标A也就是向量0A的坐标．因

为0A=口，所以终点A的坐标A就是向量n的坐

标．这样就建立了一维向量的坐标与数轴上点的

坐标之间的联系：设AB=zP，BC=yP，那么AB—-—■■—’
+BC—AC=(z+y)P．

因为一维向量基本定理及其坐标表示非常直

观，人教A版为了削支强干而没有详细讨论这一

内容．但教学中可以让学生研究一下这个内容，让

他们通过数轴上的单位向量，建立数轴上的向量

与数轴上点的坐标之间的一一对应关系，既作为

共线向量定理的应用，又为平面向量的坐标表示

打下基础．

4．8向量的数量积

从前面的讨论可以看到，向量的线性运算有

实数运算的“影子”，共线向量的线性运算本质上

就是实数的运算，但两个向量的乘法与数的乘法

差异很大．数学中定义了两种向量乘法，一种是向

量的数量积(也称内积、点乘)，结果是一个实数；

一种是向量的矢量积(也称外积、叉积)，结果是一

个向量．它们都有明确的物理意义和几何意义．

(1)如何理解数量积运算法则的合理性?

向量数量积的物理背景是力对物体做功，即

力F作用在物体上，并使物体在力的方向上产生

位移s，这个力对物体做了功，其大小是w—

F s cos日，其中Fcos臼是力F在位移s方向

上的投影，臼是向量F与s的夹角．

受此启发，定义向量的数量积概念：两个非零

向量口与6，它们的夹角为口，把数量I口I 6『cos口

叫做向量口与6的数量积，记为

n·6=I口l 6 cos曰．

规定：零向量与任一向量的数量积为o．

显然，1口I cos口是向量口在6方向上的投影，

I圳cos臼是向量6在n方向上的投影．

数量积的上述定义，与物理规律相吻合，与数

的乘法法则也不矛盾：

设n，西是共线向量，那么口=o或7【．臼=o时，

n·6一I口I 6 l；口一7r时，口·6一一I口I 6 1．这与

“同号两数相乘得正，异号两数相乘得负”是异曲

同工的．
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(2)如何研究数量积的几何意义?

从定义可以直接发现，数量积的几何意义表

现在向量的长度和夹角两个方面．如何研究几何

意义呢?与研究向量线性运算的几何意义一样，

我们从特殊情形(要素的特殊化、关系的特殊化)

人手．观察定义，特殊情形包括：

①两个向量有一个取“特殊值”单位向量，如

6一P，则有

口·P=e·口=l口l cos口，

这实际上就是一个向量在另一个方向上投影的

数量．

②两个向量的方向有特殊关系，包括

i)当口上6时，口·6=o；

ii)当口与6同向时，o·6=I n 6 I；当n与

6反向时，口·6=一l n||6 I．特别地，n·口=J口I
2

或l口I=“ii，这里实际上已经给出了距离

公式．

③由定义可得

． 口·6 口·6∞刚一网一万可尹’
这实际上就是余弦定理．由I cos臼l≤1还可以

得到

④I口·6 I≤I口I 6 I，这就是三角形不等式．

⑤我们对数量积做如下变形(要用分配律)：
1

口·6一÷{(口+6)2一口2—6 2)，
厶

这里口，6，n+6是三角形的三边．由此可见数量

积与三角形的三条边长f口I，I 6 l，I n+6 l之间的

关系．

(3)数量积的运算律有什么重要意义?

类比数的乘法运算律，可以提出数量积是否

也有运算律的问题．已知向量口，西，c和实数A，由

向量的数量积定义可以推出下面的运算律：

q)n·6=6·口；

(D(An)·6一A(口·6)一口·(A6)；

(D(口+6)·c一口·c+6·c．

运算律的证明不难，关键是要让学生在运用

中逐步明白它们的价值．例如，利用分配律可以

得到：

(口+6)2+(n一6)2=2口2+2 6 2，

这是平行四边形的一条性质，用向量数量积的分

配律非常容易地得到了证明．而用向量法研究几

何图形的度量性质，主要依靠数量积的分配律．

4．9 向量基本定理及坐标表示

(1)向量基本定理“基本”在哪里?

在中学数学里，冠以“基本”的定理不多见，足

见这一定理的重要性．如前所述，因为这一定理给

出了用向量表示平面上任意一点的充要条件，所

以从理论上讲，我们就可以凭借它将平面图形的

基本元素作出向量表示，这样就可以通过向量运

算解决任何几何问题．

利用向量表示空间基本元素，将空间的基本

性质和基本定理的运用转化成为向量运算律的系

统运用，其要点是：

点——根据向量的自由

性，选平面内的一个点O为

“基准点”，以0为向量的起

点，这时就可以建立起向量，、

的终点与平面内的点之间的

一一对应关系．当然，这个对

应与0点的选取有关，如图6：
—}—————+—————-+
OP=00。+0，P．

D

图6

P

直线——一个点A、一个方向口就定性刻画

了一条直线．引进数乘向量忌口，那么直线上任意

一个点就可以用实数定量表示，进而得到一维向

量的坐标表示．

平面——一个点A、两个不平行(非0)向量

口，6在“原则”上确定了平面(定性刻画，这与“两

条相交直线确定一个平面”有异曲同工之效)，因

此把{n，6}叫做平面的一个基底．引入向量的加

法口+6，结合数乘向量(向量伸缩)，平面上的任

意一点X就可以表示为A口+岸6，从而成为可定

量运算的对象．

(2)给定一个基底，平面上的任意一个向量就

可以由它唯一表示．怎样的基底更好用?

设{P，，P，)是一个单位基底，P，，P，的夹角为

臼．我们有
————+

0P—zP，+yP，．

如果口≠÷，那么z，了的表达式会比较复杂，
厶

不利于计算；如果口一÷，则有：
厶

————’—}
工一0P·Pj'y一0P·P，·

这就可以把点的向量表示和平面直角坐标系中的
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有序数对建立一一对应关系．也就是说，在平面直

角坐标系中，我们不但可以用坐标(z，y)标记平

面上点的位置，而且也可以用坐标表达平面上的

向量：

在z轴、j，轴上分别取与坐标轴方向相同的

单位向量f，J『，以{i，J『)为基底，这时我们有

f·f=Jf·J『=1，f·．j『=j『·f 20．

如图7所示，对坐标平面内的任意一个向量

口，因为向量是自由的，所以可以想象它的起点在

原点．由向量基本定理可知，有且只有一对实数

z，y，使得口=zf+订．

图7

这样，平面内的任一向量口都可由z，y唯一

确定，而且有序数对(z，y)恰好就是向量n的终

点坐标，这就是平面直角坐标系中向量与点的坐

标之间的一一对应关系．其中，

f一(1，0)，．f=(O，1)，O=(0，0)．

z，y分别叫做向量n在横轴和纵轴方向的分量．

(3)为什么要研究向量的坐标表示?

一个明显而主要的理由是，利用向量的坐标

表示，可以把向量的运算化归为其分量的运算，这

样就实现了用向量表示几何基本元素，通过实数

运算研究几何图形和图形的关系，从而也就彻底

实现了几何对象的代数化．用代数方法刻画几何

对象，进而用代数方法论证几何关系，其中间桥梁

就是向量．具体而言我们有：

设口=(z1，y1)，6=(z 2，了2)，A为实数，口是

n与b的夹角，那么

(i)口+6一(z1+z 2，y1+yz)；

(ii)A口=(Az，Ay)；

(iii)口·6一zlz2+yly 2．

由向量运算的坐标表示，可以得出许多有用

的结论，例如：

(i)当且仅当z，y：一z 2y1一。时，向量口，6(6

≠0)共线；

(ii)若口一(z，y)，贝ⅡI口I 2一z 2+y2，或『n

=石2+了2；

(iii)P1(z1，y1)，P 2(z 2，y 2)两点间的距离

公式：

由P1 P 2一(z 2一z1，y 2一y1)，即得

P1 P 2『一~／(z 2一z1)2+(y 2一y1)2．

(iv)夹角公式：

．
口·6 zlz2+y1 y 2∞8归研两2压亏丽‘

5几何中的向量法

5．1向量法有哪些特点

首先，用向量表示几何元素，本质是让几何量

带上符号，“对比把长度、面积、体积考虑为绝对值

的普通初等几何学，这样做有极大的好处．初等几

何必须依照图形呈现的情况而区分许多情况，而

现在用几个简单的一般定理就可以概括．”([3]，

p．6)例如，对于数轴上三个点A(z)，B(了)，

C(z)，如果求AB+BC，那么无论三点的顺序如

何，结果都是Ac=z—z；如果求l AB I+l Bc I，

那就要分类讨论．这里，符号所表达的几何要素是

方向，向量的不同方向就把这些点可能的不同顺

序考虑在内了．

其次，向量法是利用运算律、通过向量运算解

决几何问题，而代数运算是程序化的，这和平面几

何中用演绎法、通过逻辑推理解决问题的味道大

不相同．实际上，平面几何中证明问题并没有通用

方法．

第三，向量法中使用的几个“一般定理”是：向

量加法法则及运算律；向量数乘的意义及其运算

律；向量数量积的意义和运算律；向量基本定理．

为什么用这几个定理就可以概括了呢?如前

所述，由向量加法的三角形法则所导出的“向量回

路”AB+BC+CA=0与三角形定义中“三条线

段首尾相接”是完全一致的，而三角形是最基本、

最重要的几何图形，它的基本性质是整个欧氏几

何的基础；向量加法的交换律口+6=6+口可以

想象为平行四边形性质的向量表达；数乘向量运

算就是共线向量的加减运算，其运算法则与实数

的运算法则本质一致，而分配律A(口+6)=An+

A6就是相似三角形对应边成比例的向量表达；平

面向量基本定理与平行四边形的性质也有内在的

一致；平面向量数量积与余弦定理等价，而余弦定
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理(勾股定理)是定量平面几何中最重要的定理；

等等．

综上可见，这几个“一般定理”对最基本的几

何图形性质作出了向量表达，从而也就奠定了解

决几何问题的基础．由此出发，利用向量表达基本

几何元素，通过向量运算解决问题，而运算的过程

实际上就是利用基本几何图形性质的过程．所以

我们说，向量集数与形于一身，向量运算既是数的

运算，也是“图形的运算”，根据图形的基本特征，

利用图形中元素的基本关系列出向量等式，使计

算与图形融为一体，这是体现向量法解题特点的

关键．

5．2关于余弦定理、正弦定理的证明方法

课程标准提出：“借助向量的运算，探索三角

形边长与角度的关系，掌握余弦定理、正弦定理．”

根据这个要求，人教A版采用向量法证明这两个

定理．可以发现，用向量法证明余弦定理非常简捷

(但不容易想到)，而用向量法证明正弦定理则非

常繁琐(这也说明，在解决具体问题时，向量法并

不总是最优方法)．另外，从向量的应用切人“解三

角形”的课题也不够自然．

如何自然而然地引入“解三角形”课题呢?

首先，这个课题的起点在初中平面几何的全

等三角形判定定理(初中教科书成为“基本事

实”)．由SAS，ASA，SSS可知，三角形的形状、大

小已经由这三组要素分别唯一确定．这是定性的

结论．

数学的研究往往是先做定性探究，再做定量

分析．这是一个由表及里、逐步精确、精益求精的

自然进展．从定量的角度看，上述三个定理表明，

三角形的任意元素可由这三组要素分别唯一确

定，即三角形的三边边长、三个内角的角度、面积、

高、外径、内径等等几何量都可以用这三组要素分

别表示，这些几何量之间存在的基本函数关系就

是三角定律．那么，如何推导这些基本关系?

(1)正弦定理的推导

三角形面积是基本而重要的，由SAS容易知

道，对于△ABC，设A，B，C所对边分别是口，6，

c，那么：

s一÷口6sin c一丢6csin A一丢c口sin B．
简单变形即得正弦定理．由正弦定理直接可

得ASA的解．

因为面积是基本而重要的几何量，三角形面

积公式很容易得到，而正弦定理就是面积等式的

推论，因此正弦定理的推导应首选这个方法．

另外一种常用方法是从锐角三角函数出发建

立正弦定理的猜想，然后给出证明，而证明又化归

到直角三角形中去．这里需要注意的是如何使猜

想来得自然，其要点是抓联系的纽带，即在

sin A：竺，sin B：旦 ①
f C

中以r为纽带，将两者联系起来，得到

土：上一， 伪一==一=r I／l

sin A sin B
“ ⋯

再利用sin C一1，从形式的统一性上将上式改

写为

三一上一二 两
sin A sin B sin C‘

叫

人教A版在引导学生猜想的过程中强调了

如下几点：

第一，①中的边角关系对一般三角形是不成

立的；

第二，①的两个关系式有共同要素，由此可以

建立联系，得到一个新的边角关系式；

第三，表达形式的改变，使其变得具有对称

性，和谐优美的表达恰恰反映了三角形的本质特

征，可以看成是“对称支配力量”的体现．

在科学发展史上，以对称美、和谐美、统一性

等为指导思想，从理论上先猜想结论，再通过实践

证实的事例很多．上述做法可以理解为使学生认

识数学的文化价值、审美价值的一个小小举措．

(2)余弦定理的推导

／＼
D

图8

从“自然”的角度看，在利用图8，通过口sin B

—CD=6sin A等证明正弦定理的基础上，继续

利用它得出

f一6cos A+口cos B． ①

同理有
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n=fcos B+6cos C， ②

6=口cos C+fcosA．(D

解方程组①②③即可得出余弦定理．

这个证法运算比较复杂，并且需要分锐角三

角形和钝角三角形讨论．能不能改进方法，使证明

简捷一些呢?

由n2=62+f 2—2比cos A及BC=AC—

AB，两者结合就比较容易想到利用向量的数量积

(具体过程略)．

实际上，向量代数的产生是十九世纪中叶的

事情，而余弦定理古已有之．证明方法的改进，新

工具的引进是一个方面，另一方面则源于对已有

方法的反思．AB=CB—CA，BC=AC—AB，CA

=BA—BC对任意三角形都成立，这就是向量表

示的统一性所带来的方便，教学中要提醒学生注

意向量法的这一特点．

6教学建议

向量的数学内涵深刻、有明确的物理背景，是

一种有用的数学语言，是数形结合的强有力工具．

本单元的教学有两个基本任务，一是让学生理解

这种语言，二是让学生通过用向量语言、方法表述

和解决平面几何问题，初步掌握向量法，形成用向

量的习惯．中学阶段主要通过解决几何问题，让学

生体悟向量法的简捷，感受向量的力量．

6．1 向量的教学中存在的主要问题

(1)对向量及其运算的理解还不够到位，特别

是对“向量集数与形于一身”的含义、“方向”的重

要性及其数学表达的意义、用向量研究图形位置

关系和数量关系的优势等缺乏必要的思考．

(2)没有反映向量法的本质，披着向量法的外

衣，实际上还是综合几何的方法．

(3)把向量法中的代数化曲解为“坐标运算”，

窄化了向量法的应用范围．

为此，我们需要加深对“方向”的重要性的认

识，加强从四个“一般定理”出发思考和解决问题

的教学，加强“代数运算”和“图形运算”的结合．

6．2加强学科之间的联系

向量的概念、运算都有明确的物理背景，因此

向量的教学必须引导学生借助物理背景，如：

位移、速度、力等——向量的定义与表示；

位移的合成——向量加法的三角形法则，力

的合成——向量加法的平行四边形法则；

物体受力平衡——相反向量、向量的减法

法则；

物体受力做功——向量的数量积；

力的分解——平面向量基本定理、“基底”概

念和向量的坐标表示．

另外，还要加强应用向量解决物理问题，从而

使学生体会向量与实际的联系．

6．3加强数学内部的联系与综合

由内容本身所决定，向量的学习必须注重形

与数的结合．应该在一开始就采取措施让学生养

成从形与数两方面看向量、用向量的习惯：

向量的概念与表示，相伴相随的是大小、方

向、有向线段表示、代数表示，建立向量的直观形

象和代数抽象表达；

建立向量的运算体系，“运算法则”和“几何定

理”、“运算律”和“运算的几何性质”都是融合一

起的；

向量投影、投影向量，向量基本定理的几何直

观与代数表达；

用向量解决几何问题，对象是几何图形及其

关系，方法是代数运算；等等．

6．4加强类比。按研究一个数学对象的基本套路

展开有序教学

与数及其运算的研究进行类比，与对一个几

何图形的研究套路进行类比，形成向量的研究内

容与架构、基本路径、基本方法等等．

通过与数及其运算的类比，得出整体架构：运

算对象——运算法则——运算性质——联系与综

合——应用；

通过与研究几何图形的类比，得出整体架构：

向量的图形表示——向量运算的几何意义(性

质)——几何图形元素与关系的向量表示——通

过向量运算研究几何图形的性质与度量；等等．

6．5在一般观念指导下展开研究

在本单元的教学中，要引导学生思考和体会

一些基本问题，例如：

如何抽象一个运算对象，定义一个运算对象

要完成哪几件事情；

引入一种量就要研究关于它的运算，定义一

种运算就要研究运算律；有了运算，向量的力量无

限；没有运算，向量只是一个路标；

向量运算的几何意义(几何 (下转第29页)
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多方向多维度对均值不等式进行探索．在探索的

过程中，从定比分点的角度，深刻理解四种平均数

的概念以及平均数之间的不等关系，将定比分点

与平均数的来源与概念融合，进行层次性的变换；

将不等关系从数过渡到线段中的定比分点，进行

维度的升华，体现了数学的渐变性与统一性；同时

也建构了几何与代数、函数与不等式之间的桥梁，

增添了课程的趣味性与深度．

对教材进行深度分析是教师的基本功之一．

有两条基本路径．其中一条是对已有的文本进行

多角度的理解，或者是从高观点解读、或者是从多

角度解读、或者是从横向关联的角度进行解读．其

目的在于“理解数学”，把已有文本后面的数学的

精神、思想、方法揭示出来，让学生获得不一样的

体会．第二种路径是就通过探究来理解教材，就如

进攻是最好的防御一样，做数学探究也是一种理

解教材的好方式．

数学的本质是自由，数学教学是培养创造性

思维的舞台，在大学课堂教学中更应如此．本课例

是在课堂教学中，通过教基本知识，以一线串通相

关知识，举_二反三思考问题而产生的一个思考结

果．通过研究深化了学生对均值不等式链的理解，

更为重要的是培养了学生创造性的思维，导引了

他们的思考．
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性质)，就是与特殊向量相关的运算、两个有特殊

关系的向量的运算所表现的特殊性；

向量基底表示向量中体现的数学思想，特别

是单位正交基的使用；

向量法——先用几何眼光观察，再用向量法

解决；等等．

6．6加强用“几个一般定理"解决问题的训练

向量的加法法则、数乘向量、向量的数量积和

向量基本定理等几个“一般定理”的灵活应用需要

一定的训练，要让学生养成用向量思考和解决几

何问题的习惯．

三角形、平行四边形是最基本的几何图形，平

行、垂直是最基本的关系，几个“一般定理”是对这

些基本图形和基本关系的向量表达．要注意利用

这几个“一般定理”，加强用向量的语言和方法处

理平面几何中基本问题的训练．例如，线段的定比

分点，余弦定理、正弦定理的发现与证明，三角形

的“心”的性质，平行四边形中边、对角线之间的关

系，等等．

6．7关于投影向量

投影向量是本次课标修订中引入的概念．

投影向量是与向量垂直有

关的概念．如图9，OM一口，0N

=6．过点M作直线ON的垂D

图9

线，垂足为Ml，则口=OMl+M。M，其中oM。与
·__·___·-·d■-·___·_·-●

6共线，M。MJ-6．可以发现，0M。与口，6都有关

系，这是需要研究的．

设与6方向相同的单位向量为P，口与6的夹

角为口．当口为锐角时，容易得到0．M。=I口I·

cos如．而口的取值范围是0到7c，可以验证口为

直角、钝角以及口=o，口=7c时此式仍然成立．

由数量积的定义可得口·e=I口l cos口，所以

OM，=(口·P)P，此式揭示了投影向量与向量数

量积的联系．

0M。I是点。到直线MM，的距离，而

OM，I=In·P I，这是用向量方法推导点到直

线的距离公式的依据．
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