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论学生思维参与的数学公式教学①
——以“三角恒等变换’’起始课为例

伍春兰1许文军2

(1．北京教育学院100120；2．北京市第五中学100007)

l问题提出

数学公式背后隐藏着丰富的教育资源，适度

的挖掘和利用，可达成更高的教育功能．然而课

堂观察发现，很多数学教师习惯于淡化公式的来

源，简化公式的推导，重视公式的结构(记忆)和应

用(解题)．仅靠规模化地知识应用(解题)的学习

方式，于高考应试而言是高效的，但就思维训练来

说则是欠缺的．此种现象，主客观的因素都有．客

观上高中三年知识两年赶完一年复习(甚至更长)，

造成了新授课时的紧张．主观上，原因有三：教学观

念偏差，系统设计不足，教材开采不够．

下面以高中“三角函数恒等变换"起始课为

例，探讨如何系统设计，创设学生更多思维参与的
教学活动．

2系统设计

三角恒等变换，按照《普通高中数学课程标准

(2017年版)》(以下简称《标准》)，包括和角、差

角、倍角的三角函数(正弦、余弦、正切)公式，以及

积化和差、和差化积、半角公式．虽然后三组公式

并不要求记忆，但六组公式，与之前学习的三角函

数概念、两组公式(诱导公式、同角三角函数基本

关系式)交织，成为了不少学生学习三角函数的噩

梦．面对公式众、变换(角、名称、升降幂等)广、

联系密的学习内容，创设学生思维参与的构建知

识网的活动才是王道．

2．1“诱导”引入

现行普通高中数学人民教育出版社A版(以

下简称人教A版)、人民教育出版社B版(以下简

称人教B版)，北京师范大学出版社(以下简称北

师大版)教科书，关于三角恒等变换，从内容顺序，

到章／节头导言和情境，差异显见(表1)．与生活、

社会有关的情境有益于学生应用意识的培养，但

从承前启后的视角，我们更赞同人教A版的导

言．因为和、差角公式的认知起点是诱导公式，依

从特殊到一般的思想，学生能自然进人和、差角公

式的探究．这样的引人，既经历了推理思考，也为

学生形成三角函数公式的逻辑结构奠定良好的基

础．当然，现实情境与数学情境共进则是更妙的

选择．

裹1各版教科书三角恒等变换章／节头导言和情境

版本章节 导言概述 情境

诱导公式都是特殊

角与任意角口的和

人民A版
(或差)的三角函数 探究：如果已知任意

必修第一
与这个任意角口的 角口，p的正弦、余弦，

册第五章
三角函数的恒等关 能推出口+J9，口一p的

三角函数
系．如果把特殊角 正弦、余弦吗?

5．5三角
换为任意角，那么 下面我们探究COS(口

任意角口与p的和 一p)与角口，p的正
恒等变换

(或差)的三角函数 弦、余弦之间的关系．

与口，p的三角函数

会有什么关系呢?

人民B版 由摩天轮抽象出问 尝试与发现：(1)已知

必修第三 题：能否由口，p的 30。，45。的正弦、余弦

册第八章 正弦和余弦求出 值，能否根据这些值

向量的数 sin(a+f1)?进一步 求出cosl5。的值?

量积与三 引申为：能否用口，口 (2)一般地，怎样根据

角恒等 的三角函数表示 口与p的三角函数值

变换 口士卢的三角函数? 求出cos(a—p)的值?

①中国教育学会一般规划课题“PDSA视域下的课例研修对数学教师专业发展影响研究”(201900312201B)的研究成果．
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续表

版本章节 导言概述 情境

北师大版
问题提出：已知任意

必修第二 三角恒等变换在数

册第4章 学和其它领域的重
角口，卢的正弦、余弦，

三角恒等 要意义．
能推出口+卢，口一卢的

余弦吗?
变换

2．2“多头"探究

现行教材遵从《标准》规定：经历推导两角差

余弦公式的过程，由此推导其余的和角、差角、倍

角的公式．虽然各版本教材推导两角差余弦公式

创设的问题情境(见表1)不同，但都直接指向两

角差余弦．需要思考的是：怎能想到先搞定两角

差余弦，为什么不是两角和正弦，其它是否可以?

事实上，C。一p，C。+p，S。一口，S。+p四个公式，

只需证明之一，就可借由诱导公式或变量代换推

得另外三个．即，四个公式谁领衔都不为过．自

上世纪50年代开始，教材经历了4次之变．最早

的教材是先证明S。+口，70年代改C。一口为首，90

年代再改C。+口为始．[1]自2003年《普通高中数

学课程标准(实验)》颁布后，又回归到C。一。．可

见，C。一口，C。+口，S。一口，S。+口谁为首席，教材编写

者为学生操碎了心．问题是学生领情吗?为此我

们调研了上研究课的学生，问卷和统计结果见表

2．统计结果表明：近五成的学生首选和角作为先

导，只有三成多学生将差角作为首选．各组研究

的顺序，基本上以正弦或余弦为始．

表2学生调研统计

问题 统计结果

下列三组公式能否由一

组推导出其余两组?

组①(和角)：sin(a+口)，

cosQ+19)，tan(a+119)
能91％；不能9％

组②(差角)：sin(a--8)，

COS(a一卢)，taM(-8)

组③(倍角)：sin2a，cos2a，
tan2a

组①49％；组②33％；组
你准备先推导哪组公式?

③18％

请写出各组公式你计划
②差角一①和角一③倍角

①和角一②差角一③倍角
的研究顺序．

③倍角一①和角一②差角

续表

问题 统计结果

请写出你准备先推导的
sin(口+卢)、COS(a+卢)、

sin(a一』9)、COS(口一卢)
公式

sin2a、cos2a

考虑到学习者为北京市某示范高中校的数学

优生，我们将和、差、倍角三组公式的整体“多头"

推导，作为了三角恒等变换起始课的内容，不仅强

化数形结合的逻辑推理，而且将三组公式纳入到

相应的知识框架中，为灵活解决相关问题奠基．

3合作探究

3．1和差倍角何为首

教师请选择倍角为首的学生L发言：“倍角

可看成两个角相加的特例，我原来想特殊到一般，

现仔细一琢磨，倍角公式证明了，也无法直接应用

到和角或差角上，还得再从头证明”．“也不是完

全无用”教师总结道，“从特殊到一般是二种常用

的研究方法，至少可让我们通过特殊的样态，推知

一般的形式”．

经过比较，学生明确了由和角或差角出发研

究均可，因为证明了和角或差角公式，经过换元或

特殊化即可得到另外两组公式．

3．2齐头并进谁争雄

至于选择哪个具体三角函数开始研究，毫无

悬念地学生一致认可正弦或余弦函数．于是根据

前测，将学生分为囱组探求公式，并确定了研究任

务和顺序(表3)．

表3研究任务和顺序

甲组 sin(口+p)—，cos(a+卢)—I-tan(a+卢)

乙组 cos(口+p)一sin(a+p)—，tan(a+卢)

丙组 sin(a—p)一cos(口一p)—，tan(口一卢)

丁组 cos(口一卢)一sin(口一p)—-tan(口～p)

3．2．1起始公式的探究

4个组都无意间将口、_|9、a-+8限制到锐角范

围，不约而同地通过构造三角形，利用锐角三角函

数的定义、相关三角形以及相关线段的关系等知

识构造方程，得到相应的结论．

为什么要构建三角形?各组都回应了理由．

比如，“构造直角三角形，就能利用锐角三角函数
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的定义表示各边，然后利用三角形的等积变换以

及相关三角形面积间的关系，列出以sin(a+口)为

未知数的方程(图1)”“构造了含口、p、口一卢的直

角三角形，利用锐角三角函数的定义以及相关线

段间的关系，列出以sin(a-p)为未知数的方程

(图6)”“构造了含a、卢、口一卢的直角三角形，利用

锐角三角函数的定义、勾股定理以及相关直角三

角形间的关系，列出以COS(口-p)为未知数的方

程(图7)”．

续表

乙组

图4

丙组

在如厶Ac6寸．^c3戈岬抽吱

，cI#岬AC-_f|IIAlaP*，DC锷学+公呼，c岬_f|IIa，锷学+公呼
稿钾)：厶蚺(岬恤a”叩)

-加dD个。k1呷

图5
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图6

丁组
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续表

丁组

图8

虽然探究有局限，但数形结合使学生对公式

本质有了深刻认识，得到的公式结构为进一步严

格证明指明了方向．学生在课后总结时说：“在解

决问题时，要抓主要矛盾，当然选择策略也很重

要!”“自己推导的公式，觉得特别清楚，印象深

刻”．

接下来教师以丁组推导的两角差的余弦公式

为例，引导学生将角一般化(图8)，通过分类讨论

完善了证明．随后教师启发到：咱们刚学完向量

的相关知识，你们还有其他的方法吗?“我联想到

了向量OP与0Q的数量积，即OP·OQ=

COSaCO印+sinasi印，再利用数量积的定义得

OP·0Q—l OP l·I()Q|．cosO—cosO(0为向

量0P与(蝈的夹角)，后面我就短路了⋯⋯”学

生Z遗憾地说．“他的想法是否有代表性?”，教师

问道，不少学生点头．“我说呢，咱们班为什么没

人用向量证明，原来你们遇到了困难”，教师继续

说“想用向量解决问题，就要寻找向量夹角与已知

角a，p的关系，那么角a，p与向量OP与0Q的

夹角臼有何区别与联系呢?”带着问题，学生思考

发现：(1)角口，舟是终边分别落在射线OP，OQ上

的角，有无数多个；(2)臼是两向量的夹角，唯一且

臼∈[o，7【]；(3)角Ot，p与向量OP与0Q的夹角口

的关系有两种情况：a与口+目的终边相同，即a一

2七丌+p+护(志∈z)(图9)；口与p～f9的终边相同，

即口=2k7【+口一臼(尼∈Z)(图10)．综上可得：a一

口一2k 7r±臼(走∈z)；所以cos(a-p)一cos(-+-0)

=cosO=>cos(a-p)COSaCO印+si嗽si邙．

学生刚学完向量知识，却没有人用此工具解

决问题．无论是想用因受阻而放弃，还是不熟悉

而不愿意用，当他们用自己熟悉的构造三角形的

方法和方程思想部分解决问题后，再回到向量方

法，不仅找到了新旧知识之间的联系，而且也开阔

图9

图10

了问题解决的视角，理解了现行教材以差角的余

弦为始的用意，对向量作为工具的认识有了提升．

3．2．2其余公式的探究

C。一口，C。p，S。p，S。+p作为起始公式分组

证明后，学生推导同角的余弦或正弦公式的方法

主要有三种：构造三角形、利用同角基本关系式、

逆用诱导公式．比较后，学生领悟到通过诱导公

式可以充分利用已证明的公式，也省去了分类讨

论的繁琐．值得指出的是，逆用诱导公式，本质上

是恒等变形(等式1)．学生在变形中，联想、转化、

构建等活动，让他们体验到战胜挑战的满足，同时

思维得到了锻炼．

c。s(a+p)一sin【号+(口+卢)f—sin【(号+a)+卢f

—sin(詈+口)co印+cos(詈+a)si邴

一co鳅COs5一sing sinp．

等式1采用诱导公由_S。+p推导C。+p
当甲组的同学W亮出和角正切的推导过程

及结果(等式2)时，乙组的一名同学质疑：能否只

用两角的正切表示两角和的正切?见w有些迟
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疑，教师提示到：看看式子的结构．W喃喃到：“分

子分母均为二次齐项式，分子分母可同除以

co瞰co印”．于是他继续推导(等式3)，此时教室

里响起了掌声，这该是对同学W独立思考的奖

赏吧．tanca州一栽端一慧鬻
等式2 L+口的推导过程1tanc州，=裟篇一慧鬻
：!垒竺±塑塑
1--tanetanp‘

等式3 T。+口的推导过程2

4思考建议

4．1先行组织者与逐步分化循序渐进

奥苏伯尔(D·P·AuSubel，1918—2008)从

学生获取信息的角度，提出了教学顺序：起点应先

确定在学习层级的较高点，即先呈示一个一般的、

有较大包容性的、较抽象的概念和原理，即所谓组

织者．由于组织者一般是在学习内容之前呈现

的，故被称为先行组织者．然后采用逐步分化原

则，再学习一些具体的学习内容．[2]这一主张，为

数学章节教学提供了一种思路，即整体——部

分——整体．首先章节的起始课，应构建“先行组

织者”，为后续学习提供导航作用的知识框架，以

及为思维参与提供支撑的思维支架．其次章节的

后续学习，采用逐渐分化的原则，体现了从整体到

部分的认知过程．最后章节的复习课，再次复盘

“先行组织者”，既有利于新内容的学习，又能深化

己有相关内容的理解．这样的教学顺序，与知识的

组织方式契合，也符合学生的认知，有助于帮助学

生形成良好的知识结构．本节课的设计，正是构

建“先行组织者”的起始课．

近几年，国内外学者进一步拓展了“先行组织

者”的理论，提出“先行组织者’’在包容性和抽象概

括程度上既可以高于学习材料，也可以低于学习

材料．[3]根据数学学科本身的系统性、逻辑性，从

结构上说，“先行组织者’’主要有上位组织者、下位

组织者、并列组织者及类比组织者等．[2]

4．2知识积累与思维训练并驾齐驱

杜威(Dewey，1859—1952)概括了思维的三

种价值：有意识、有目的的行为的可能；系统化预

测的可能；拓宽了客观事物的含义．[4]前两者属

于实际价值，能让学生更好地遇见当今或未来的

社会生活；而第三种价值，在于让学生精神世界的

丰盈．本课例起始公式的探究中，教师创设“多

头”探究活动，以及放手让学生在数与形的构建中

分组遨游，没有牵引学生直接应用解析几何及向

量工具快速证明，其意义在于既重视实用思维的

价值，更尊重学生的认知起点，关注其学科价值的

充实．实践表明只有在充分思维训练过程中获得

的知识，才是“活”的、能得以有效运用的知识．
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