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江苏省仪征中学 2020-2021 学年第二学期高二数学 

               周末练习（4）           2021.4.3 

一、单项选择题（本大题共 8 小题，共 40.0 分） 

1. 有不同的语文书 9 本，不同的数学书 7 本，不同的英语书 5 本，从中选出不属于同

一学科的书 2 本，则不同的选法有(    ) 

A. 21 种 B. 315 种 C. 153 种 D. 143 种 

【答案】D 

【解析】 

【分析】 

本题考查分类与分步计数原理的应用，属于基础题． 

可以分三类，再根据分类计数原理进行研究得出答案． 

【解答】 

解：可分三类：第一类：语文、数学各 1 本，共有9 × 7 = 63种； 

第二类：语文、英语各 1 本，共有9 × 5 = 45种； 

第三类：数学、英语各 1 本，共有7 × 5 = 35种， 

∴共有63 + 45 + 35 = 143种不同的选法． 

故选 D． 

 

2. 已知复数𝑧 =
(3𝑖−1)(1−𝑖)

𝑖2019 (𝑖为虚数单位)，则下列说法正确的是(    ) 

A. z 的虚部为 4 

B. 复数 z 在复平面内对应的点位于第三象限 

C. z 的共轭复数𝑧 = 4 − 2𝑖 

D. |𝑧| = 2√5 

【答案】D 

【解析】 

【分析】 

本题主要考查的是复数的概念及运算，属于基础题． 

先求出复数 z，再逐项进行判断即可． 

【解答】 

解：因为𝑧 =
(3𝑖−1)(1−𝑖)

𝑖2019 =
2+4𝑖

−𝑖
= −4 + 2𝑖， 

z 的虚部为 2，所以 A 错误； 
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复数 z 在复平面内对应的点位于第二象限，所以 B 错误； 

𝑧 = −4 − 2𝑖，所以 C 错误； 

|𝑧| = √(−4)2 + 22 = 2√5，所以 D 正确． 

故选 D． 

 

 

3. 已知四棱锥𝑆 − 𝐴𝐵𝐶𝐷的底面是正方形且侧棱长与底面边长都相等，E 是 SB的中点，

则 AE，SD 所成的角的余弦值为(    ) 

A. 
1

3
 B. √2

3
 C. √3

3
 D. 

2

3
 

【答案】C 

【解析】解：建立如图所示坐标系， 

令正四棱锥的棱长为 2，则𝐴(1,−1,0)，𝐷(−1,−1,0)， 

𝑆(0,0，√2)，𝐸(
1

2
,
1

2
,
√2

2
)， 

𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (−
1

2
,
3

2
,
√2

2
)， 

𝑆𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (−1,−1,−√2) 

∴ cos < 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ , 𝑆𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ >=
√3

3
 

故选：C． 

由于是正方体，又是求角问题，所以易选用向量量，所以建立如图所示坐标系，先求得

相关点的坐标，进而求得相关向量的坐标，最后用向量夹角公式求解． 

本题主要考查多面体的结构特征和空间角的求法，同时，还考查了转化思想和运算能力，

属中档题． 

 

4. 若用 0，1，2，3，4，5 这 6 个数字组成无重复数字且个位数字不是 5 的六位数，

则这样的六位数共有(    )个 

A. 470 B. 504 C. 540 D. 288 

【答案】B 

【解析】 

【分析】 

本题考查分类加法、分步乘法计数原理， 排列组合的应用，属于基础题． 

根据首位是 5，不是 5 进行分类，分别计算即可． 

【解答】 
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解：由分类加法计数原理， 

当首位是 5 时：后五位共有𝐴5
5 = 120个； 

当首位不是 5 时：依次排首、末、中间四位共有𝐶4
1𝐶4

1𝐴4
4 = 384个； 

综上，共有120 + 384 = 504个六位数． 

故选 B． 

 

5. 6 名同学到甲、乙、丙三个场馆做志愿者，每名同学只能去 1 个场馆，则不同的安

排方法共有 

A. 729 B. 726 C. 543 D. 540 

【答案】A 

【解析】 

【分析】 

本题考查排列、组合的综合应用，两个计数原理的综合应用，属于基础题． 

方法一：根据题意按 6 名志愿者去了的场馆总数进行分类：①6名志愿者都去 1 个场馆；

②去 2 个场馆；③去了 3 个场馆，分别计算再相加可得答案． 

方法二：根据分步乘法计数原理 

【解答】 

解：方法一：按 6 名志愿者去了的场馆总数进行分类： 

①6名志愿者都去 1 个场馆有：C3
1 = 3种； 

②6名志愿者共去 2 个场馆有：C3
2[(C2

1)6 − C2
1] = 186种； 

③6名志愿者共去了 3 个场馆有：(
C6

4C2
1C1

1

A2
2 + C6

3C3
2C1

1 +
C6

2C4
2C2

2

A3
3 )  ⋅  A3

3 = 540种， 

∴总的方法数𝑁 = 3 + 186 + 540 = 729种， 

方法二：依题意每名同学都可以去甲、乙、丙三个场馆中的一个， 

故每名同学都有 3 方法，根据分步乘法计数原理，共有36 = 729种方法， 

故选 A． 

 

6. 在直三棱柱𝐴𝐵𝐶 − 𝐴1𝐵1𝐶1中，𝐴𝐵 = 1,𝐵𝐶 = 2, 𝐴𝐶 = √5, 𝐴𝐴1 = 3,𝑀为线段𝐵𝐵1上的

动点，当𝐴𝑀 + 𝑀𝐶1最小时，𝑀𝐶1与面 ABC 所成的角的正弦值是(    ) 

A. √2

2
 B. √3

2
 C. 

4

5
 D. 

3

5
 

【答案】A 

【解析】 
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【分析】 

本题考查直线与平面所成的角和立体图形的展开图的应用，属中档题． 

将侧面𝐵𝐵1𝐶1𝐶沿𝐵𝐵1取展开到面𝐴𝐴1𝐵1𝐵上，连接𝐴𝐶1交𝐵𝐵1于 M，则此时𝐴𝑀 + 𝑀𝐶1最

小，确定 M 的位置，则∠𝑀𝐶1𝐵1等于直线𝑀𝐶1与平面 ABC 所成的角，计算即可得答案． 

【解答】 

解：如图所示， 

将侧面𝐵𝐵1𝐶1𝐶沿𝐵𝐵1取展开到面𝐴𝐴1𝐵1𝐵上，连接𝐴𝐶1交𝐵𝐵1于 M，连接𝑀𝐶1,则此时

𝐴𝑀 + 𝑀𝐶1最小， 

 

因为𝐴𝐵 = 1，𝐵𝐶 = 2，𝐴1𝐴 = 3，由平面几何易知，𝐵𝑀 = 1，𝑀𝐵1 = 2， 

因为𝐴𝐵𝐶 − 𝐴1𝐵1𝐶1为直三棱柱，则过𝐵𝐵1 ⊥面𝐴1𝐵1𝐶1,，则∠𝑀𝐶1𝐵1就是直线𝑀𝐶1与平面

𝐴1𝐵1𝐶1所成的角.  

在直角𝛥𝑀𝐵1𝐶1中，𝐵1𝑀 = 𝐵1𝐶1 = 2，则 ∠𝑀𝐶1𝐵1=45∘， 

∴ ， 

又因为上下底面平行，所以𝑀𝐶1与面 ABC 所成的角等于直线𝑀𝐶1与平面𝐴1𝐵1𝐶1所成的角， 
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即𝑀𝐶1与面 ABC 所成的角的正弦值是√2

2
， 

故选 A． 

 

7. 设奇函数𝑓(𝑥)的定义域为(−
𝜋

2
,
𝜋

2
)，且𝑓(𝑥)的图象是连续不间断，∀𝑥 ∈ (−

𝜋

2
, 0)，有

𝑓′(𝑥)cos𝑥 − 𝑓(𝑥)sin𝑥 < 0，若𝑓(𝑡)cos𝑡 <
1

2
𝑓(

𝜋

3
)，则 t 的取值范围是(    ) 

A. (−
𝜋

2
,
𝜋

3
) B. (0,

𝜋

3
) C. (−

𝜋

2
, −

𝜋

3
) D. (

𝜋

3
,
𝜋

2
) 

【答案】D 

【解析】 

【分析】 

本题考查利用导数研究函数的单调性问题，属于较难题． 

构造函数𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥)cos 𝑥，利用导数判断𝑔(𝑥)的单调性，再判断奇偶性，进一步可得

t 的范围． 

【解答】 

解：令𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥)cos 𝑥，则𝑔′(𝑥) = 𝑓′(𝑥)cos𝑥 − 𝑓(𝑥)sin𝑥． 

因为 ，有𝑓′(𝑥)𝑐𝑜𝑠𝑥 − 𝑓(𝑥)𝑠𝑖𝑛𝑥 < 0， 

所以当𝑥 ∈ (−
𝜋

2
, 0)时，𝑔′(𝑥) < 0， 

则𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥)cos 𝑥在(−
𝜋

2
, 0)上单调递减． 

又𝑓(𝑥)是定义域在(−
𝜋

2
,
𝜋

2
)上的奇函数， 

所以𝑔(−𝑥) = 𝑓(−𝑥)cos(− 𝑥) = −𝑓(𝑥)cos 𝑥 = −𝑔(𝑥)， 

则𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥)cos 𝑥也是(−
𝜋

2
,
𝜋

2
)上的奇函数并且单调递减， 

又𝑓(𝑡)cos𝑡 <
1

2
𝑓(

𝜋

3
)，等价于𝑓(𝑡)cos 𝑡 −

1

2
𝑓(

𝜋

3
) < 0， 

即𝑔(𝑡) < 𝑔(
𝜋

3
)， 

所以𝑡 >
𝜋

3
，又−

𝜋

2
< 𝑡 <

𝜋

2
， 

所以
𝜋

3
< 𝑡 <

𝜋

2
． 

故选 D． 

 

8. 已知函数𝑓(𝑥) = 𝑥2 + 2𝑥 + 2−𝑥，若不等式𝑓(1 − 𝑎𝑥) < 𝑓(2 + 𝑥2)对任意𝑥 ∈ 𝑅恒成

立，则实数 a 的取值范围是(   ) 
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A. (−2√3, 2) B. (−2,2√3) C. (−2√3, 2√3) D. (−2,2) 

【答案】D 

【解析】 

【分析】 

本题主要考查偶函数的单调性和一元二次不等式的恒成立问题，属于中档题． 

结合题意，得到函数𝑓(𝑥) = 𝑥2 + 2𝑥 + 2−𝑥是 R 上的偶函数，且𝑦 = 𝑓(𝑥)在[0,+∞)上是

增函数.不等式𝑓(𝑎𝑥 − 1) < 𝑓(2 + 𝑥2)恒成立，等价于|𝑎𝑥 − 1| < 2 + 𝑥2，即−2 − 𝑥2 <

𝑎𝑥 − 1 < 2 + 𝑥2恒成立，由判别式即可得出结果． 

【解答】 

解：因为函数𝑓(𝑥) = 𝑥2 + 2𝑥 + 2−𝑥是 R 上的偶函数， 

又当𝑥 ≥ 0时，𝑓′(𝑥) = 2𝑥 + ln2(2𝑥 − 2−𝑥) ≥ 0， 

所以函数𝑦 = 𝑓(𝑥)在[0,+∞)上是增函数． 

所以不等式𝑓(𝑎𝑥 − 1) < 𝑓(2 + 𝑥2)恒成立，等价于|𝑎𝑥 − 1| < 2 + 𝑥2， 

即−2 − 𝑥2 < 𝑎𝑥 − 1 < 2 + 𝑥2恒成立， 

整理得{𝑥
2 + 𝑎𝑥 + 1 > 0

𝑥2 − 𝑎𝑥 + 3 > 0
的解集为 R， 

∴由判别式得𝑎2 − 4 < 0且(−𝑎)2 − 12 < 0， 

解得−2 < 𝑎 < 2， 

故选 D． 

 

二、多项选择题（本大题共 4 小题，共 20.0 分） 

9. 已知 i 为虚数单位，则下面命题正确的是(    ) 

A. 若复数𝑧 = 3 + 𝑖，则
1

𝑧
=

3

10
−

𝑖

10
． 

B. 复数 z 满足|𝑧 − 2𝑖| = 1，z 在复平面内对应的点为(𝑥, 𝑦)，则𝑥2 + (𝑦 − 2)2 = 1． 

C. 若复数𝑧1，𝑧2满足𝑧1 = 𝑧2，则𝑧1𝑧2 ≥ 0． 

D. 复数𝑧 = 1 − 3𝑖的虚部是 3． 

【答案】ABC 

【解析】 

【分析】 

本题考查复数的有关概念及复数的几何意义、复数的四则运算，属于基础题． 

通过对各个选项逐一判断即可． 

【解答】 
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解：𝐴.若复数𝑧 = 3 + 𝑖，则
1

𝑧
=

1

3+𝑖
=

3−𝑖

10
=

3

10
−

𝑖

10
，正确； 

B. ，z 在复平面内对应的点为(𝑥, 𝑦)，得√𝑥2 + (𝑦 − 2)2 = 1，即𝑥2 + (𝑦 − 2)2 =

1，正确； 

C.复数𝑧1，𝑧2满足𝑧1 = 𝑧2，设 ，则𝑧1 = 𝑎 − 𝑏𝑖，则𝑧1𝑧2 = 𝑎2 +

𝑏2 ⩾ 0，正确； 

D.复数𝑧 = 1 − 3𝑖的虚部是−3，D 不正确． 

故选 ABC． 

 

10. 已知函数𝑦 = 𝑓(𝑥)在 R 上可导，且𝑓(0) = 1，其导函数𝑓′(𝑥)满足
𝑓′(𝑥)−𝑓(𝑥)

𝑥−1
> 0，对

于函数𝑔(𝑥) =
𝑓(𝑥)

𝑒𝑥 ，下列结论正确的是(   ) 

A. 函数𝑔(𝑥)在区间(1,+∞)上为单调递增函数 

B. 𝑥 = 1是函数𝑔(𝑥)的极小值点 

C. 函数𝑔(𝑥)至多有两个零点 

D. 𝑥 ⩽ 0时，不等式𝑓(𝑥) ⩽ 𝑒𝑥恒成立 

【答案】ABC 

【解析】 

【分析】  

本题考查导数的应用问题，利用导数研究函数的单调性，零点个数的判断，属于较难题． 

构造函数𝑔(𝑥) =
𝑓(𝑥)

𝑒𝑥 ，利用
𝑓′(𝑥)−𝑓(𝑥)

𝑥−1
> 0，可得函数𝑔(𝑥)的单调性，所以可结合选项得

结果．  

【解答】 

解：构造函数𝑔(𝑥) =
𝑓(𝑥)

𝑒𝑥
，则𝑔′(𝑥) =

𝑓′(𝑥)−𝑓(𝑥)

𝑒𝑥 , 

根据
𝑓′(𝑥)−𝑓(𝑥)

𝑥−1
> 0，得 

当𝑥 > 1时，函数𝑔(𝑥)为增函数；当𝑥 < 1时，函数𝑔(𝑥)为减函数，A 正确； 

∴ 𝑥 = 1为函数𝑔(𝑥)的极小值点，B 正确； 

当𝑔(1) > 0时，函数𝑦 = 𝑔(𝑥)没有零点；当𝑔(1) = 0时，函数𝑦 = 𝑔(𝑥)有 1 个零点；当

𝑔(1) < 0时，函数𝑦 = 𝑔(𝑥)至多有两个零点， 

故𝑦 = 𝑔(𝑥)至多有两个零点，C 正确； 
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∵ 𝑔(0) =
𝑓(0)

𝑒0 = 1，当𝑥 < 1时，函数𝑔(𝑥)为减函数， 

∴当𝑥 ≤ 0时，𝑔(𝑥) ≥ 𝑔(0) = 1，即
𝑓(𝑥)

𝑒𝑥 ≥ 1，所以𝑓(𝑥) ≥ 𝑒𝑥，D 错误． 

故选 C． 

 

 

11. 在四棱锥𝑆 − ABCD中，底面ABCD为矩形，SA ⊥平面ABCD，𝐴𝐵 = 1，AD = AS = 2，P

是棱 SD 上一点，且𝑆𝑃 =
1

2
𝑃𝐷，下列结论中正确的有(   ) 

A. AP 与 BC 所成的角为45° 

B. 直线 AB 与 CP 所成角的余弦值为
3√41

41
 

C. 点 P 到平面 ABCD 的距离为
4

3
 

D. 二面角𝐴 − PC − 𝐷的余弦值√42

42
 

【答案】BCD 

【解析】 

【分析】 

本题考查两直线所成角的余弦值的求法，考查二面角的余弦值的求法，考查点到平面的

距离求法，综合性较强，是较难题，解题时要认真审题，注意向量法的合理运用． 

以 A 为原点，AB 为 x 轴，AD 为 y 轴，AS 为 z 轴，建立空间直角坐标系，利用向量法可

求 AP 与 BC 所成的角和直线 AB 与 CP 所成角的余弦值．求出平面 APC 的法向量和平面

SCD 的法向量，利用向量法能求出二面角𝐴 − 𝑃𝐶 − 𝐷的余弦值，过点 P 作𝑃𝐸 ⊥ 𝐴𝐷交于

E，故可求得 PE 就是点 P 到平面 ABCD 的距离，故可得答案． 

【解答】 

解：如图，分别以 AB，AD，AS 所在直线为 x 轴，y 轴，z 轴建立空间直角坐标系， 

 

则𝐴(0,0，0)，𝐵(1,0，0)，𝐶(1,2，0)，𝐷(0,2，0)，𝑆(0,0，2)． 
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设𝑃(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)，由𝑆𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
1

3
𝑆𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗，得(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0 − 2) =

1

3
(0,2,−2)， 

所以𝑥0 = 0，𝑦0 =
2

3
，𝑧0 =

4

3
，点 P 的坐标为(0,

2

3
,
4

3
)． 

所以𝐶𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (−1,−
4

3
,
4

3
)，𝐴𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (0,

2

3
,
4

3
)，𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (0,2,0)，𝐴𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = (1,0,0)， 

设直线 AP 与 BC 所成的角为𝛽， 

，故 A 错； 

设直线 AB 与 CP 所成的角为𝛼， 

则 ，故 B 正确； 

设平面 APC 的一个法向量为�⃗⃗⃗� = (𝑥1, 𝑦1, 𝑧1)， 

所以{
�⃗⃗⃗� ⋅ 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑥1 + 2𝑦1 = 0,

�⃗⃗⃗� ⋅ 𝐴𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
2

3
𝑦1 +

4

3
𝑧1 = 0.

令𝑦1 = −2，则𝑥1 = 4，𝑧1 = 1，�⃗⃗⃗� = (4,−2,1)， 

设平面 SCD 的一个法向量为�⃗⃗� = (𝑥2, 𝑦2, 𝑧2)，由于𝐷𝐶⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = (1,0,0)，𝐷𝑆⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (0,−2,2)， 

所以{
�⃗⃗� ⋅ 𝐷𝐶⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝑥2 = 0,

�⃗⃗� ⋅ 𝐷𝑆⃗⃗⃗⃗  ⃗ = −2𝑦2 + 2𝑧2 = 0.
令𝑦2 = 1，则𝑧2 = 1，�⃗⃗� = (0,1,1)， 

设二面角𝐴 − 𝑃𝐶 − 𝐷的大小为𝜃，由于 ， 

所以， ，故 D 正确； 

过点 P 作𝑃𝐸 ⊥ 𝐴𝐷交于 E， 

 

因为𝑆𝐴 ⊥平面 ABCD，𝑃𝐸//𝑆𝐴， 

故可得 平面 ABCD，所以𝑃𝐸 =
2

3
× 2 =

4

3
， 

故可得点 P 到平面 ABCD 的距离为
4

3
，故 C 正确； 

故选 BCD． 

 

12. 实数 a 在下列哪些范围内函数𝑓(𝑥) = 𝑥(𝑙𝑛𝑥 − 𝑎𝑥)有两个极值点(    ) 
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A. (0,
1

4
) B. (0,

1

2
) C. (

1

3
,
1

2
) D. (0,+∞) 

【答案】ABC 

【解析】 

【分析】 

本题考查导数中的函数零点问题，考查利用导数研究函数的单调性和极值，属于中档题． 

由条件得𝑓′(𝑥)在(0,+∞)上有两个不同的零点，即2𝑎 =
ln𝑥+1

𝑥
在(0,+∞)上有两个不同的

根．利用导数求出𝑔(𝑥) =
ln𝑥+1

𝑥
的单调性和极值，结合图象即可得到结果． 

【解答】 

解：∵ 𝑓(𝑥) = 𝑥(ln𝑥 − 𝑎𝑥)， 

∴ 𝑓′(𝑥) = ln𝑥 − 2𝑎𝑥 + 1， 

由题意知，𝑓′(𝑥)在(0,+∞)上有两个不同的零点． 

令𝑓′(𝑥) = 0，得2𝑎 =
ln𝑥+1

𝑥
． 

设𝑔(𝑥) =
ln𝑥+1

𝑥
，则𝑔′(𝑥) =

−ln𝑥

𝑥2 ． 

∴ 𝑔(𝑥)在(0,1)上单调递增，在(1,+∞)上单调递减． 

∵当𝑥 → 0时，𝑔(𝑥) → −∞；当𝑥 → +∞时，𝑔(𝑥) → 0. 

∴ 𝑔(𝑥)max = 𝑔(1) = 1． 

∴ 0 < 2𝑎 < 1． 

∴ 0 < 𝑎 <
1

2
． 

故选 ABC． 

 

 

三、填空题（本大题共 4 小题，共 20.0 分） 
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13. 如图，一个地区分为 5 个行政区域，现给地图着色，要

求相邻区域不得使用同一颜色.现有 4 种颜色可供选择，

则不同的着色方法共有______ 种. (以数字作答) 

【答案】72 

【解析】 

【试题解析】 

【分析】 

本题主要考查排列组合的应用，以及分类加法计数原理，分步乘法计数原理，属于中档

题． 

根据题意，分 2 种情况讨论：若选 3 种颜色时，就是 ② ④同色， ③ ⑤同色;若 4 种

颜色全用，只能 ② ④或 ③ ⑤用一种颜色，其它不相同，求解即可． 

【解答】 

解：由题意，选用 3 种颜色时：则 ② ④同色， ③ ⑤同色，涂色方法：𝐶4
3𝐴3

3 = 24种， 

4 色全用时涂色方法：则 ② ④或 ③ ⑤用一种颜色，涂色方法：𝐶2
1𝐴4

4 = 48种， 

所以不同的着色方法共有24 + 48 = 72种． 

故答案为 72． 

 

 

14. 设复数 z 满足条件|𝑧| = 1，那么|𝑧 + 2√2 + 𝑖|的最大值是________． 

【答案】4 

【解析】 

【分析】本题考查复数的模以及几何意义，属于中档题． 

|𝑧|表示的是复平面内表示复数 z 的点与原点之间的距离，等式|𝑧| = 1表示的是复平面内

表示复数 z 的点到原点的距离为 1，则复数 z 在复平面内的轨迹是以原点为圆心，以 1

为半径的圆，代数式|𝑧 + 2√2 + 𝑖|的是复平面内表示复数 z 的点到点(−2√2,−1)的距离，

由此可以得到答案． 

 

【解答】解：|𝑧|表示的是复平面内表示复数 z 的点与原点之间的距离，等式|𝑧| = 1表示

的是复平面内表示复数 z 的点到原点的距离为 1，则复数 z 在复平面内的轨迹是以原点

为圆心，以 1 为半径的圆，代数式|𝑧 + 2√2 + 𝑖|的是复平面内表示复数 z 的点到点

(−2√2,−1)的距离，而点(−2√2,−1)到原点的距离为 3，故|𝑧 + 2√2 + 𝑖|的最大值为
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3 + 1 = 4． 

 

15. 定义方程𝑓(𝑥) = 𝑓′(𝑥)的实数根𝑥0叫做函数𝑓(𝑥)的“新驻点”．(1)设𝑓(𝑥) = sin𝑥，

则𝑓(𝑥)在(0, 𝜋)上的“新驻点”为_________． 

(2)如果函数𝑔(𝑥) = ln(𝑥 + 1)与(𝑥) = 𝑥 + 𝑒𝑥的“新驻点”分别为𝛼、𝛽、那么𝛼和

𝛽的大小关系是_________． 

【答案】(1) ；(2) ． 

【解析】 

【分析】 

本题考查导数的计算，是新定义的题型，关键是理解“新驻点”的定义．属于中档题目． 

(1)根据题意，求出函数𝑓(𝑥)的导数，由“新驻点”的定义可得𝑐𝑜𝑠𝑥 = 𝑠𝑖𝑛𝑥，变形可得

𝑡𝑎𝑛𝑥 = 1，结合 x 的范围分析可 x 的值，即得答案； 

(2)根据题意，求出(𝑥)与𝑔(𝑥)的导数，由“新驻点”的定义可得𝛼的取值范围，分析求

出𝛽的值，比较即可得答案． 

【解答】 

解：(1) ， ， 

令 ，即 ，得 ， 

，解得 ， 

所以，函数 在 上的“新驻点”为 ； 

(2) ， ， 

则 ， ， 

令 ，则 对任意的 恒成

立， 
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所以，函数 在定义域 上为增函数， 

， ， 

由零点存在可得 ， 

令 ，可得 ，即𝛽 = 1，所以， ． 

故答案为：(1) ；(2) ． 

 

 

16. 设𝑓(𝑥) = {
𝑥2 − 𝑚𝑥 + 2, 𝑥 < 0
ln𝑥 − 𝑚𝑥, 𝑥 > 0

, 若方程𝑓(𝑥) = 𝑥恰有三个零点，则实数 m 的取值范

围为______________． 

【答案】𝑚 < −2√2 − 1 

【解析】 

【分析】 

本题考查函数零点与方程根的关系以及分段函数，函数图象的应用，属于较难题． 

将题意转化为直线𝑦 = 𝑚 + 1与𝑔(𝑥) = {
𝑥 +

2

𝑥
, 𝑥 < 0

ln 𝑥

𝑥
, 𝑥 > 0

的图像有三个不同的交点是解题的

关键． 

【解答】 

解：因为𝑓(𝑥) = {
𝑥2 − 𝑚𝑥 + 2, 𝑥 < 0
ln 𝑥 − 𝑚𝑥, 𝑥 > 0

，且方程𝑓(𝑥) = 𝑥恰有三个零点， 

所以直线𝑦 = 𝑚 + 1与𝑔(𝑥) = {
𝑥 +

2

𝑥
, 𝑥 < 0

ln 𝑥

𝑥
, 𝑥 > 0

的图像有三个不同的交点， 

当𝑥 < 0时，𝑔(𝑥) = 𝑥 +
2

𝑥
，𝑔′(𝑥) = 1 −

2

𝑥2 =
𝑥2−2

𝑥2
， 

当𝑥 < −√2时，𝑔′(𝑥) > 0；当−√2 < 𝑥 < 0时，𝑔′(𝑥) < 0； 

所以𝑔(𝑥)在(−∞,−√2)上单调递增；在(−√2, 0)上单调递减； 

当𝑥 = −√2时，𝑔(𝑥)取得极大值𝑔(−√2) = −2√2． 

当𝑥 > 0时，𝑔(𝑥) =
ln𝑥

𝑥
，𝑔′(𝑥) =

1−ln𝑥

𝑥2 ， 
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当0 < 𝑥 < 𝑒时，𝑔′(𝑥) > 0；当𝑥 > 𝑒时，𝑔′(𝑥) < 0； 

所以𝑔(𝑥)在(0, 𝑒)上单调递增；在(𝑒, +∞)上单调递减； 

当𝑥 = 𝑒时，𝑔(𝑥)取得极大值𝑔(𝑒) =
1

𝑒
，且𝑥 > 𝑒时，𝑔(𝑥)恒大于 0， 

作出函数𝑔(𝑥)的图象，如图所示： 

 

由图可知，当𝑚 + 1 < 𝑔(−√2) = −2√2，即𝑚 < −2√2 − 1时，直线𝑦 = 𝑚 + 1与𝑔(𝑥)的

图像有三个不同的交点． 

综上所述，实数 m 的取值范围为𝑚 < −2√2 − 1 ． 

 

四、解答题（本大题共 6 小题，共 72.0 分） 

17. 已知复数𝑧 = (2 + 𝑖)𝑚 +
2𝑖

𝑖−1
(其中 i 是虚数单位，𝑚 ∈ 𝑅)． 

(1)若复数 z 是纯虚数，求 m 的值； 

(2)求|𝑧 − 1|的取值范围． 

【答案】解：𝑧 = (2 + 𝑖)𝑚 +
2𝑖

𝑖−1
= 2𝑚 + 𝑚𝑖 +

2𝑖(−1−𝑖)

(−1+𝑖)(−1−𝑖)
= (2𝑚 + 1) + (𝑚 − 1)𝑖． 

(1) ∵复数 z 是纯虚数，∴ {
2𝑚 + 1 = 0
𝑚 − 1 ≠ 0

，即𝑚 = −
1

2
； 

(2)𝑧 − 1 = 2𝑚 + (𝑚 − 1)𝑖， 

|𝑧 − 1| = √4𝑚2 + (𝑚 − 1)2 = √5𝑚2 − 2𝑚 + 1 = √5(𝑚 −
1

5
)2 +

4

5
≥

2√5

5
， 

∴ |𝑧 − 1|的取值范围是[
2√5

5
, +∞)． 

【解析】【试题解析】 

本题考查复数代数形式的运算，考查复数的概念，考查复数模的求法，是基础题． 

(1)利用复数代数形式的乘除运算化简𝑧.由实部为 0 且虚部不为 0 列式求得 m 值； 

(2)求出|𝑧 − 1|，利用配方法求范围． 

 

 

18. 用 0，1，2，3，4 这五个数字组成无重复数字的自然数． 

(1)在组成的三位数中，求所有偶数的个数； 
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(2)在组成的三位数中，如果十位上的数字比百位上的数字和个位上的数字都小，

则称这个数为“凹数”，如 301，423 等都是“凹数”，试求“凹数”的个数； 

(3)在组成的五位数中，求恰有一个偶数数字夹在两个奇数数字之间的自然数的个

数． 

【答案】解：(1)将所有的三位偶数分为两类：①若个位数为 0，则共有𝐴 4
2 = 12(种)； 

②若个位数为 2 或 4，则共有2 × 3 × 3 = 18(种)． 

所以共有 30 个符合题意的偶数． 

(2)将这些“凹数”分为三类：①若十位数字为 0，则共有𝐴 4
2 = 12(种)； 

②若十位数字为 1，则共有𝐴 3
2 = 6(种)； 

③若十位数字为 2，则共有𝐴 2
2 = 2(种)． 

所以共有 20 个符合题意的“凹数”． 

(3)将符合题意的五位数分为三类： 

①若两个奇数数字在一、三位置，则共有𝐴 2
2 · 𝐴 3

3 = 12(种)； 

②若两个奇数数字在二、四位置，则共有𝐴 2
2 · 𝐶 2

1 · 𝐴 2
2 = 8(种)； 

③若两个奇数数字在三、五位置，则共有𝐴 2
2 · 𝐶 2

1 · 𝐴 2
2 = 8(种)． 

所以共有 28 个符合题意的五位数． 

【解析】本题主要考查两个计数原理的运用，属于中档题． 

(1)分个位数是 0 或 2、4 两类组成三位数即可; 

(2)按十位数字为 0，1，2 三类组成三位“凹数”即可； 

(3)按要求两个奇数夹一个偶数，分奇数在一三、二四、三五位置三种情况考虑，再考

虑其他元素排法即可． 

 

19. 如图①，在菱形 ABCD 中，∠𝐴 = 60°且𝐴𝐵 = 2，E 为 AD 的中点．将△ 𝐴𝐵𝐸沿 BE

折起使𝐴𝐷 = √2，得到如图②所示的四棱锥𝐴 − 𝐵𝐶𝐷𝐸． 
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(Ⅰ)求证：平面𝐴𝐵𝐸 ⊥平面 ABC； 

(Ⅱ)若 P 为 AC 的中点，求二面角𝑃 − 𝐵𝐷 − 𝐶的余弦值． 

【答案】 证明：(Ⅰ)在图 ①中，连接 BD． 

∵四边形 ABCD 为菱形，∠𝐴 = 60∘，∴△ 𝐴𝐵𝐷是等边三角形． 

∵ 𝐸为 AD 的中点，∴ 𝐵𝐸 ⊥ 𝐴𝐸，𝐵𝐸 ⊥ 𝐷𝐸． 

又𝐴𝐷 = 𝐴𝐵 = 2，∴ 𝐴𝐸 = 𝐷𝐸 = 1． 

在图 ②中，𝐴𝐷 = √2，∴ 𝐴𝐸2 + 𝐸𝐷2 = 𝐴𝐷2． 

∴ 𝐴𝐸 ⊥ 𝐸𝐷． 

∵ 𝐵𝐶//𝐷𝐸，∴ 𝐵𝐶 ⊥ 𝐵𝐸，𝐵𝐶 ⊥ 𝐴𝐸． 

又𝐵𝐸 ∩ 𝐴𝐸 = 𝐸，AE，𝐵𝐸 ⊂平面 ABE． 

∴ 𝐵𝐶 ⊥平面 ABE． 

∵ 𝐵𝐶 ⊂平面 ABC，∴平面𝐴𝐵𝐸 ⊥平面 ABC． 

解：(Ⅱ)由(Ⅰ)，知𝐴𝐸 ⊥ 𝐷𝐸，𝐴𝐸 ⊥ 𝐵𝐸． 

∵ 𝐵𝐸 ∩ 𝐷𝐸 = 𝐸，BE，𝐷𝐸 ⊂平面 BCDE． 

∴ 𝐴𝐸 ⊥平面 BCDE． 

以 E 为坐标原点，𝐸𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗，𝐸𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗，𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗的方向分别为 x 轴，y 轴，z 轴正方向，建立如图所示的 

空间直角坐标系 Exyz． 

则𝐸(0,0，0)，𝐴(0,0，1)，𝐵(√3,0，0)，𝐶(√3,2，0)，𝐷(0,1，0)． 

∵ 𝑃为 AC 的中点，∴ 𝑃(
√3

2
,1，

1

2
). 

∴ 𝑃𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (
√3

2
, −1,−

1

2
)，𝑃𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = (−

√3

2
,0，−

1

2
). 

设平面 PBD 的一个法向量为�⃗⃗⃗� = (𝑥,y，𝑧)． 

由{
�⃗⃗⃗� ⋅ 𝑃𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0,

�⃗⃗⃗� ⋅ 𝑃𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 0
得{

√3

2
𝑥 − 𝑦 −

1

2
𝑧 = 0,

−
√3

2
𝑥 −

1

2
𝑧 = 0.

 

令𝑧 = √3，得�⃗⃗⃗� = (−1,−√3,√3). 

又平面 BCD 的一个法向量为𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (0,0，1)． 
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设二面角𝑃 − 𝐵𝐷 − 𝐶的大小为𝜃，由题意知该二面角得平面角为锐角． 

则cos𝜃 =
|𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗·�⃗⃗⃗� |

|𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗||�⃗⃗⃗� |
=

√3

1×√7
=

√21

7
． 

∴二面角𝑃 − 𝐵𝐷 − 𝐶的余弦值为√21

7
． 

  

【解析】本题考查面面垂直的证明，考查二面角的余弦值的求法，是中档题． 

(Ⅰ)推导出𝐵𝐸 ⊥ 𝐴𝐸，𝐵𝐸 ⊥ 𝐷𝐸，且𝐵𝐶//𝐷𝐸，从而𝐵𝐶 ⊥平面 ABE，由此能证明平面𝐴𝐵𝐸 ⊥

平面 ABC． 

(Ⅱ)以 E 为原点，𝐸𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗，𝐸𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗，𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗的方向分别为 x 轴，y 轴，z 轴正方向，建立空间直角坐

标系，利用向量法能求出二面角𝑃 − 𝐵𝐷 − 𝐶的余弦值． 

 

20. 某市为提高市民的健康水平，拟在半径为 200 米的半圆形区域内修建一个健身广场，

该健身广场(如图所示的阴影部分)分休闲健身和儿童活动两个功能区，图中矩形

ABCD 区域是休闲健身区，以 CD 为底边的等腰三角形区域 PCD 是儿童活动区，P，

C，D 三点在圆弧上，AB 中点恰好为圆心𝑂.设∠𝐶𝑂𝐵 = 𝜃，健身广场的面积为 S． 

 

(1)求出 S 关于𝜃的函数解析式； 

(2)当角𝜃取何值时，健身广场的面积最大？ 

【答案】解：(1)由已知得𝐵𝐶 = 200𝑠𝑖𝑛 𝜃，𝑂𝐵 = 200𝑐𝑜𝑠 𝜃，  

等腰△ 𝑃𝐶𝐷底边 CD 上的高为200 − 200𝑠𝑖𝑛 𝜃， 

  所以𝑆 = 2 × 200cos 𝜃 × 200sin 𝜃 +
1

2
× 400cos 𝜃(200 − 200sin 𝜃)  

= 80000𝑠𝑖𝑛 𝜃cos 𝜃 + 40000(cos 𝜃 − cos 𝜃sin 𝜃) 
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= 40000(2𝑠𝑖𝑛 𝜃cos 𝜃 + cos 𝜃 − sin 𝜃cos 𝜃)  = 40000(sin 𝜃cos 𝜃 + cos 𝜃)  ， 

所以𝑆 = 40000(sin𝜃cos𝜃 + cos𝜃)(0 < 𝜃 <
𝜋

2
)． 

(2)设𝑓(𝜃) = sin 𝜃cos 𝜃 + cos 𝜃，  

则𝑓 ′(𝜃) = cos2𝜃 − sin2𝜃 − sin 𝜃 = −2sin2𝜃 − sin 𝜃 + 1 = −2(sin𝜃 −
1

2
)(sin𝜃 + 1)，  

由𝑓′(𝜃) > 0得0 < 𝜃 <
𝜋

6
，𝑓′(𝜃) < 0得

𝜋

6
< 𝜃 <

𝜋

2
，  

所以𝑓(𝜃)在(0,
𝜋

6
)上单调递增，在(

𝜋

6
,
𝜋

2
)上单调递减，  

所以𝜃 =
𝜋

6
时，𝑓(𝜃)max = 𝑓(

𝜋

6
) =

√3

4
+

√3

2
=

3√3

4
，  

所以𝑆max =
3√3

4
× 40000 = 30000√3，  

即𝜃 =
𝜋

6
时，健身广场的面积最大，最大值为3000√3m2． 

【解析】本题考查三角函数的实际应用，考查运用导数解决实际问题，属于中档题． 

(1)依题意可得𝑆 = 2 × 200cos 𝜃 × 200sin 𝜃 +
1

2
× 400cos 𝜃(200 − 200sin 𝜃)化简整理

即可； 

(2)设𝑓(𝜃) = sin 𝜃cos 𝜃 + cos 𝜃，通过导数研究单调性，确定最值即可解题． 

 

21. 已知函数𝑓(𝑥) = 𝑙𝑛𝑥 − 𝑚𝑥 + 𝑚 − 𝑛． 

(Ⅰ)当𝑚 = 𝑛 = 1时，求曲线𝑓(𝑥)经过原点的切线方程； 

(Ⅱ)若在𝑥 > 0时，有𝑓(𝑥) ≤ 0恒成立，求
𝑛

𝑚
的最小值． 

【答案】解：(Ⅰ)当𝑚 = 𝑛 = 1时，𝑓(𝑥) = 𝑙𝑛𝑥 − 𝑥，𝑓′(𝑥) =
1

𝑥
− 1， 

设切线与曲线𝑓(𝑥)相切于(𝑥0, 𝑙𝑛𝑥0 − 𝑥0)，则切线斜率为𝑘 =
1

𝑥0
− 1， 

得切线方程为𝑦 − (𝑙𝑛𝑥0 − 𝑥0) = (
1

𝑥0
− 1)(𝑥 − 𝑥0)，由它过原点，代入(0,0)， 

可得𝑥0 = 𝑒，即切线方程为：𝑦 = (
1

𝑒
− 1)𝑥． 

(Ⅱ)由题知𝑓′(𝑥) =
1−𝑚𝑥

𝑥
， 

①当𝑚 < 0时，恒有𝑓′(𝑥) > 0，得𝑓(𝑥)在(0,+∞)上单调递增，无最值，不合题意； 

②当𝑚 > 0时，由𝑓′(𝑥) = 0，得𝑥 =
1

𝑚
，在(0,

1

𝑚
)上，有𝑓′(𝑥) > 0，𝑓(𝑥)单调递增； 

在(
1

𝑚
, +∞)上，有𝑓′(𝑥) < 0，𝑓(𝑥)单调递减； 
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则𝑓(𝑥)在𝑥 =
1

𝑚
取得极大值，也为最大值， 

𝑓(𝑥) < 𝑓(
1

𝑚
) = −𝑙𝑛𝑚 + 𝑚 − 𝑛 − 1， 

由题意−𝑙𝑛𝑚 − 𝑚 − 𝑛 − 1 ≤ 0恒成立， 

即𝑛 ≥ −𝑙𝑛𝑚 + 𝑚 − 1(𝑚 > 0) 

∴
𝑛

𝑚
≥ −

𝑙𝑛𝑚

𝑚
−

1

𝑚
+ 1 (𝑚 > 0)， 

再令𝑔(𝑚) = −
𝑙𝑛𝑚

𝑚
−

1

𝑚
+ 1，得𝑔′(𝑚) =

𝑙𝑛𝑚

𝑚2 ， 

知在𝑚 ∈ (0,1)时，𝑔′(𝑚) < 0，𝑔(𝑚)递减； 

知在𝑚 ∈ (1,+∞)时，𝑔′(𝑚) > 0，𝑔(𝑚)递增； 

∴ 𝑔(𝑚) ≥ 𝑔(1) = 0， 

即
𝑛

𝑚
的最小值为 0． 

【解析】(Ⅰ)先求导数，根据导数几何意义以及两点连线斜率公式列方程解得切点以及

斜率，最后根据点斜式得切线方程， 

(Ⅱ)先求𝑓(𝑥)的最大值，再根据不等式，构造函数𝑔(𝑚) = −
𝑙𝑛𝑚

𝑚
−

1

𝑚
+ 1，最后根据导

数确定𝑔(𝑚)的最值，即得结果． 

利用导数研究不等式恒成立或存在型问题，首先要构造函数，利用导数研究函数的单调

性，求出最值，进而得出相应的含参不等式，从而求出参数的取值范围；也可分离变量，

构造函数，直接把问题转化为函数的最值问题． 

 

22. 已知函数𝑓(𝑥) = sin𝑥 − 𝑎𝑥． 

(Ⅰ)对于𝑥 ∈ (0,1)，𝑓(𝑥) > 0恒成立，求实数 a 的取值范围； 

(Ⅱ)当𝑎 = 1时，令(𝑥) = 𝑓(𝑥) − sin𝑥 + ln𝑥 + 1，求(𝑥)的最大值； 

(Ⅲ)求证：ln(𝑛 + 1) < 1 +
1

2
+

1

3
+ ⋯+

1

𝑛−1
+

1

𝑛
(𝑛 ∈ 𝑁∗)． 

【答案】解：(Ⅰ)𝑓(𝑥) = 𝑠𝑖𝑛𝑥 − 𝑎𝑥 > 0，𝑠𝑖𝑛𝑥 − 𝑎𝑥 > 0， 

∵ 0 < 𝑥 < 1，∴ 𝑎 <
𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑥
， 

令𝑔(𝑥) =
𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑥
，𝑔′(𝑥) =

𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥−𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑥2  

令𝑚(𝑥) = 𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥 − 𝑠𝑖𝑛𝑥，𝑚′(𝑥) = 𝑐𝑜𝑠𝑥 − 𝑥𝑠𝑖𝑛𝑥 − 𝑐𝑜𝑠𝑥 = −𝑥𝑠𝑖𝑛𝑥 < 0， 

∴ 𝑚(𝑥)在(0,1)递减， 

∴ 𝑚(𝑥) < 𝑚(0) = 0， 

∴ 𝑔′(𝑥) < 0，𝑔(𝑥)在(0,1)递减， 



第 20 页，共 20 页 

∴ 𝑔(𝑥) > 𝑔(1) = 𝑠𝑖𝑛1， 

∴ 𝑎 ≤ 𝑠𝑖𝑛1； 

(Ⅱ)𝑎 = 1时，(𝑥) = 𝑙𝑛𝑥 − 𝑥 + 1，(𝑥 > 0)， 

′(𝑥) =
1

𝑥
− 1 =

1−𝑥

𝑥
， 

令′(𝑥) > 0，解得：0 < 𝑥 < 1，令′(𝑥) < 0，解得：𝑥 > 1， 

∴ (𝑥)在(0,1)递增，在(1,+∞)递减， 

∴ (𝑥)的最大值是(1) = 0； 

证明：(Ⅲ)构造函数𝑔(𝑥) = ln(1 + 𝑥) − 𝑥， 

则𝑔′(𝑥) =
1

1+𝑥
− 1 =

−𝑥

1+𝑥
， 

当−1 < 𝑥 < 0时，𝑔′(𝑥) > 0，𝑔(𝑥)在(−1,0)上单调递增； 

当𝑥 > 0时，𝑔′(𝑥) < 0，𝑔(𝑥)在(0,+∞)上单调递减； 

所以，当𝑥 = 0时，𝑔(𝑥) = ln(1 + 𝑥) − 𝑥取得极大值，也是最大值， 

所以，𝑔(𝑥) ≤ 𝑔(0) = 0，即ln(1 + 𝑥) ≤ 𝑥，当𝑥 ≠ 0时，ln(1 + 𝑥) < 𝑥． 

令𝑥 =
1

𝑛
， 

则ln(1 +
1

𝑛
) = ln(𝑛 + 1) − 𝑙𝑛𝑛 <

1

𝑛
，即ln(𝑛 + 1) − 𝑙𝑛𝑛 <

1

𝑛
， 

∴ 𝑙𝑛2 − 𝑙𝑛1 < 1，𝑙𝑛3 − 𝑙𝑛2 <
1

2
，…， 

𝑙𝑛𝑛 − ln(𝑛 − 1) <
1

𝑛−1
，ln(𝑛 + 1) − 𝑙𝑛𝑛 <

1

𝑛
， 

以上 n 个不等式相加得：ln(𝑛 + 1) − 𝑙𝑛1 < 1 +
1

2
+

1

3
+ ⋯+

1

𝑛
， 

即ln(𝑛 + 1) < 1 +
1

2
+

1

3
+ ⋯+

1

𝑛−1
+

1

𝑛
(𝑛 ∈ 𝑁∗)． 

【解析】本题考查函数的单调性、最值问题，考查不等式的证明，构造函数

𝑔(𝑥) = ln(1 + 𝑥) − 𝑥，利用导数法证得ln(1 + 𝑥) ≤ 𝑥是关键，也是难点，考查创新思维、

化归思想与推理论证能力，属于难题． 

(Ⅰ)求出函数的导数，解关于导函数的不等式求出 a 的范围即可； 

(Ⅱ)求出(𝑥)的导数，解关于导函数的不等式求出(𝑥)的单调区间，从而求出(𝑥)的最

大值即可； 

(Ⅲ)构造函数𝑓(𝑥) = ln(1 + 𝑥) − 𝑥，利用导数法可证得ln(1 + 𝑥) ≤ 𝑥(当𝑥 ≠ 0时，

ln(1 + 𝑥) < 𝑥)，令𝑥 =
1

𝑛
，利用对数函数的运算性质及累加法求和即可证得结论成立． 

 


