
高二数学中档题小练（21.3.24） 

                           
一、单选题 

1. i 是虚数单位，复数 z 满足  3 10z i i  ，则 z                                   （   ） 

A．3 i  B．3 i  C． 1 3i   D． 1 3i   

2.已知𝑦 =
1

3
𝑥3 + 𝑏𝑥2 + (𝑏 + 2)𝑥 + 3是𝐑上的单调增函数，则实数 b 的取值范围是       （   ） 

A. (−∞, −1) ∪ (2, +∞) B. (−∞, −1] ∪ [2, +∞) 

C. (−1,2) D. [−1,2] 

3.曲线 2lny x 上的点到直线2𝑥 − 𝑦 + 3 = 0的最短距离为                          （   ） 

A. √5 B. 2√5 C. 3√5 D. 2 

 

4.在长方体𝐴𝐵𝐶𝐷 − 𝐴1𝐵1𝐶1𝐷1中，𝐴1𝐴 = 𝐴1𝐷1 = 2√3，𝐴𝐵 = 3，E 为棱𝐴𝐴1的中点，F 是棱 AB 

上的点，𝐴𝐹: 𝐹𝐵 = 1: 2，则异面直线 EF 与𝐵𝐶1所成角的余弦值为                    （   ） 

A. −
√6

4
 B. √6

4
 C. √10

4
 D. −

√10

4
 

5.已知定义域为 R 的奇函数 ( )y f x 的导函数为 ( )y f x  ，当 0x  时， ( ) ( ) 0xf x f x   ， 

若
( )f e

a
e

 ，
(ln )

ln

2

2

f
b  ，

( )3

3

f
b


  ，则 , ,a b c的大小关系正确的是           （   ） 

A．a c b      B． b c a         C．a b c        D．c a b   

6.若函数    ln 0 1f x x x   与   2g x x a  有两条公切线，则实数a 的取值范围是（   ） 

A．
1

ln 2 ,
2

 
   
 

   B．
1 3

ln 2 ,
2 4

 
   
 

  C．
3

ln 2,
4

 
  
 

  D．
1 3

ln 2 ,
2 4

 
   
 

 

二、多选题 

7.已知复数    3 2   z a i i a R 的实部为 1 ，则下列说法正确的是            （    ） 

A．复数 z 的虚部为 5  B．复数 z 的共轭复数 1 5 z i  

C． 26z   D． z 在复平面内对应的点位于第三象限 

8. 关于函数  
2

lnf x x
x

  ，下列判断正确的是                                 （    ） 

A． 2x  是  f x 的极大值点     B．函数 y f x x 有且只有 1 个零点 

C．存在正实数 k ，使得  f x kx 成立 

D．对任意两个正实数 1x ， 2x ，且 1 2x x ，若    1 2f x f x ，则 1 2 4x x  . 

三、填空题 

9.复数 z 满足 2 1z i   ，则 1 2z i  的最小值为______． 

10.已知 R 上可导函数𝑓(𝑥)的图象如图所示，则不等式 

   (𝑥 − 1)𝑓′(𝑥) > 0的解集 _____      __  

四、解答题 

11.已知复数𝑧1 = 1 + 𝑚𝑖，𝑧2 = 2 + 3𝑖(𝑚 ∈ 𝑅). 

（1）若𝑚 = −1，且(2 − 3𝑖)𝑧1 + 𝑧2 = 𝑥 + 𝑦𝑖，求实数𝑥, 𝑦的值； 

（2）若
𝑧1

𝑧2
为纯虚数，且𝑧 = 𝑧1 − 𝑖 ⋅ 𝑧2，求复数 z 的模． 

 

 

 

 

12.如图，在四棱锥𝑃 − 𝐴𝐵𝐶𝐷中，𝐴𝐷 ⊥平面 PDC，𝐴𝐷//𝐵𝐶， 

   𝑃𝐷 ⊥ 𝑃𝐵，𝐴𝐷 = 1，𝐵𝐶 = 3，𝐶𝐷 = 4，𝑃𝐷 = 2． 

（1）求异面直线 AP 与 BC 所成角的余弦值； 

（2）求证：𝑃𝐷 ⊥平面 PBC； 

（3）求直线 AB 与平面 PBC 所成角的正弦值． 

 

 

 

 

 

 

 

 

13. 已知函数 ( ) ln 1f x x ax   . 

（1）当 1a  时，求证： ( ) 0f x  恒成立； 

（2）若关于 x 的方程 ( ) 2 1 0f x x   至少有两个不相等的实数根，求实数a 的最小值． 

 

 

 

 

 

 

 



高二数学中档题小练（答案）（21.3.24） 

                           

一、单选题 

1. i 是虚数单位，复数 z 满足  3 10z i i  ，则 z                              （   ）D 

A．3 i  B．3 i  C． 1 3i   D． 1 3i   

2.已知𝑦 =
1

3
𝑥3 + 𝑏𝑥2 + (𝑏 + 2)𝑥 + 3是𝐑上的单调增函数，则实数 b 的取值范围是  （   ）D 

A. (−∞, −1) ∪ (2, +∞) B. (−∞, −1] ∪ [2, +∞) 

C. (−1,2) D. [−1,2] 

3.曲线 2lny x 上的点到直线2𝑥 − 𝑦 + 3 = 0的最短距离为                      （   ）A 

A. √5 B. 2√5 C. 3√5 D. 2 

 

4.在长方体𝐴𝐵𝐶𝐷 − 𝐴1𝐵1𝐶1𝐷1中，𝐴1𝐴 = 𝐴1𝐷1 = 2√3，𝐴𝐵 = 3，E 为棱𝐴𝐴1的中点，F 是棱 AB 

上的点，𝐴𝐹: 𝐹𝐵 = 1: 2，则异面直线 EF 与𝐵𝐶1所成角的余弦值为               （   ）B 

A. −
√6

4
 B. √6

4
 C. √10

4
 D. −

√10

4
 

5.已知定义域为 R 的奇函数 ( )y f x 的导函数为 ( )y f x  ，当 0x  时， ( ) ( ) 0xf x f x   ， 

若
( )f e

a
e

 ，
(ln )

ln

2

2

f
b  ，

( )3

3

f
b


  ，则 , ,a b c的大小关系正确的是     （   ）D 

A．a c b      B． b c a         C．a b c        D．c a b   

6.若函数    ln 0 1f x x x   与   2g x x a  有两条公切线，则实数a 的取值范围是（ D ） 

A．
1

ln 2 ,
2

 
   
 

   B．
1 3

ln 2 ,
2 4

 
   
 

  C．
3

ln 2,
4

 
  
 

  D．
1 3

ln 2 ,
2 4

 
   
 

 

二、多选题 

7.已知复数    3 2   z a i i a R 的实部为 1 ，则下列说法正确的是       （    ）ACD 

A．复数 z 的虚部为 5  B．复数 z 的共轭复数 1 5 z i  

C． 26z   D． z 在复平面内对应的点位于第三象限 

8. 关于函数  
2

lnf x x
x

  ，下列判断正确的是（    ）BD 

A． 2x  是  f x 的极大值点     B．函数 y f x x 有且只有 1 个零点 

C．存在正实数 k ，使得  f x kx 成立 

D．对任意两个正实数 1x ， 2x ，且 1 2x x ，若    1 2f x f x ，则 1 2 4x x  . 

三、填空题 

9.复数 z 满足 2 1z i   ，则 1 2z i  的最小值为______．3√2 − 1 

10.已知 R 上可导函数𝑓(𝑥)的图象如图所示，则不等式 

   (𝑥 − 1)𝑓′(𝑥) > 0的解集 _______ ．(−1,1) ∪ (1, +∞) 

 

四、解答题 

11.已知复数𝑧1 = 1 + 𝑚𝑖，𝑧2 = 2 + 3𝑖(𝑚 ∈ 𝑅). 

（1）若𝑚 = −1，且(2 − 3𝑖)𝑧1 + 𝑧2 = 𝑥 + 𝑦𝑖，求实数𝑥, 𝑦的值； 

（2）若
𝑧1

𝑧2
为纯虚数，且𝑧 = 𝑧1 − 𝑖 ⋅ 𝑧2，求复数 z 的模． 

解：(1)𝑚 = −1时，(2 − 3𝑖)𝑧1 + 𝑧2 = (2 − 3𝑖)(1 − 𝑖) + 2 + 3𝑖 = 1 − 2𝑖 = 𝑥 + 𝑦𝑖， 

故{
𝑥 = 1
𝑦 = −2

； 

(2)
𝑧1

𝑧2
=

1+𝑚𝑖

2+3𝑖
=

(1+𝑚𝑖)(2−3𝑖)

(2+3𝑖)(2−3𝑖)
=

2+3𝑚

13
+

2𝑚−3

13
𝑖 ， 

若
𝑧1

𝑧2
为纯虚数，则{

2+3𝑚

13
= 0

2𝑚−3

13
≠ 0

,解得𝑚 = −
2

3
， 

𝑧 = 𝑧1 − 𝑖 ⋅ 𝑧2 = (1 −
2

3
𝑖) − 𝑖(2 − 3𝑖) = −2 −

8

3
𝑖，|𝑧| = √(−2)2 + (−

8

3
)2 =

10

3
． 

 

 

12.如图，在四棱锥𝑃 − 𝐴𝐵𝐶𝐷中，𝐴𝐷 ⊥平面 PDC，𝐴𝐷//𝐵𝐶，𝑃𝐷 ⊥ 𝑃𝐵，𝐴𝐷 = 1，𝐵𝐶 = 3， 

𝐶𝐷 = 4，𝑃𝐷 = 2． 

（1）求异面直线 AP 与 BC 所成角的余弦值； 

（2）求证：𝑃𝐷 ⊥平面 PBC； 

（3）求直线 AB 与平面 PBC 所成角的正弦值． 



【答案】(Ⅰ)解：如图， 

 

由已知𝐴𝐷//𝐵𝐶，故∠𝐷𝐴𝑃或其补角即为异面直线 AP 与 BC 所成的角， 

因为𝐴𝐷 ⊥平面 PDC，𝑃𝐷 ⊂平面 PDC，所以𝐴𝐷 ⊥ 𝑃𝐷， 

在𝑅𝑡 △ 𝑃𝐷𝐴中，由已知，得𝐴𝑃 = √𝐴𝐷2 + 𝑃𝐷2 = √5，故cos∠𝐷𝐴𝑃 =
𝐴𝐷

𝐴𝑃
=

√5

5
， 

所以，异面直线 AP 与 BC 所成角的余弦值为√5

5
； 

(Ⅱ)证明：因为𝐴𝐷 ⊥平面 PDC，𝑃𝐷 ⊂平面 PDC，所以𝐴𝐷 ⊥ 𝑃𝐷， 

又因为𝐵𝐶//𝐴𝐷，所以𝑃𝐷 ⊥ 𝐵𝐶， 

又𝑃𝐷 ⊥ 𝑃𝐵，𝑃𝐵 ∩ 𝐵𝐶 = 𝐵，PB，𝐵𝐶 ⊂平面 PBC，所以𝑃𝐷 ⊥平面 PBC； 

(Ⅲ)解：过点 D 作 AB 的平行线交 BC 于点 F，连接 PF， 

则 DF 与平面 PBC 所成的角等于 AB 与平面 PBC 所成的角， 

因为𝑃𝐷 ⊥平面 PBC，故 PF 为 DF 在平面 PBC 上的射影， 

所以∠𝐷𝐹𝑃为直线 DF 和平面 PBC 所成的角， 

由于𝐴𝐷//𝐵𝐶，𝐷𝐹//𝐴𝐵，所以四边形 ABFD 为平行四边形，故 BF= 𝐴𝐷 = 1， 

由已知，得𝐶𝐹 = 𝐵𝐶 − 𝐵𝐹 = 2， 

因为𝐴𝐷 ⊥平面 PDC，𝐷𝐶 ⊂平面 PDC，∴ 𝐴𝐷 ⊥ 𝐷𝐶，又𝐴𝐷//𝐵𝐶，故 BC⊥ 𝐷𝐶， 

∴ 𝐷𝐹 = √𝐷𝐶2 + 𝐶𝐹2 = 2√5， 

在𝑅𝑡 △ 𝐷𝑃𝐹中，可得sin∠𝐷𝐹𝑃 =
𝑃𝐷

𝐷𝐹
=

√5

5
． 

所以直线 AB 与平面 PBC 所成角的正弦值为√5

5
． 

 

13. 已知函数 ( ) ln 1f x x ax   . 

（1）当 1a  时，求证： ( ) 0f x  恒成立； 

（2）若关于 x 的方程 ( ) 2 1 0f x x   至少有两个不相等的实数根，求实数a 的最小值． 

解（1）f(x)max＝f(1)＝0，∴f(x)≤0. 

（2）f(x)＋x2＋1＝0 至少有两个不相等的实数根， 

即 lnx＋x2－ax＋2＝0，a＝
lnx

x
＋x＋

2

x
至少有两个不相等的实数根， 

记 φ(x)＝
lnx

x
＋x＋

2

x
(x>0)，∴ φ′(x)＝

1－lnx

x2 ＋1－
2

x2＝
x2－lnx－1

x2 ， 

记 h(x)＝x2－lnx－1(x>0)，∴h′(x)＝2x－
1

x
＝

2x2－1

x
，令 h′(x)＝0⇒x＝

2

2
(x＝－

2

2
舍去)， 

∴当 x∈(0，
2

2
)时，h′(x)<0，h(x)单调递减，x∈(

2

2
，＋∞)时，h′(x)>0，h(x)单调递增， 

∴h(x)的最小值为 h(
2

2
)＝(

2

2
)2－ln(

2

2
)－1＝－

1

2
＋

1

2
ln2＝－

1

2
(1－ln2)<0， 

又 h(1)＝0，所以 x∈(1，＋∞)时，h(x)>0， 

又当 x＝
1

e
时，h(

1

e
)＝

1

e2－ln
1

e
－1＝

1

e2＋1－1＝
1

e2>0，因此必存在唯一的 x0∈(
1

e
，

2

2
)，使得 h(x0)＝0. 

∴x∈(0，x0)时，h(x)>0，φ(x)单调递增，x∈(x0,1)时，h(x)<0，φ(x)单调递减，x∈(1，＋∞)时，h(x)>0，

φ(x)单调递增，画出 y＝φ(x)的大致图象，如图所示． 

 

∴当 φ(1)≤a≤φ(x0)时，直线 y＝a 与 y＝φ(x)的图象至少有两个交点， 

∴a 的最小值为 φ(1)＝3. 

 

 

 

 

 


