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函数的零点是人教新课标教材新增内容 

之一．而有一种形如 Y=厂(，( ))+m，(m ∈ 

R)这类函数的零点问题，它的右边是由一个 

复合函数构成，我们暂且把这类问题称为复 

合函数零点问题．这类复合函数零点问题经 

常以选择题、填空题的形式出现在各地高考 

试题、模拟试题及调考试题中，也可以在解答 

题中与其它知识交汇后闪亮登场．这类问题 

的求解可以把函数的解析式直接代人，但比 

较繁琐．如果运用换元法过渡一下，实现问题 

的转化，则使问题既简单，又清楚明了．即令 t 

=，( )，则Y= t)+m，于是函数Y= t)+ 

m的零点是t ，i=l，2，3，⋯，再根据每个t 的 

值来研究t： )对应零点 的值，即可得到 

函数Y= 厂( ))+m(m E R)的零点．下面 

举例说明，供参考． 

例 1 已知函数 

、 『 +1( ≤0)， 

。 tlog2 ( >0)， 

则函数Y= ))+1的零点个数为( ) 

(A)4 (B)3 (C)2 、(D)1 

解 令 t= )，则由 ￡)+1=0，得 

．厂(t)=一1． 

cos卢=± 1 cos =譬 
综上所述，COS a=1，CO8卢 =0，或 COS卢 

= ±÷，cos a= 
评注 解题过程中常用到等价变形，变 
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图 1 

研究函数 )的图象，如图1 t)=一1 

有两个根 t1，t2，且 t1<0，0<t2<1． 

当t，<0时，再考察 )的图象，如图2， 

)=tl有2个根 I， 2； 

类似地，当0 t：<1时，t：= )有2个 

根 1、 4． 
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图 2 

所以，函数 Y= ))+1的零点有4 

个，故选A． 

评注 本题通过换元，把函数 Y= 

，(，(菇))+1的零点问题转化为方程 t)+1 

·●⋯ ·●⋯ ·●⋯ ‘●⋯ ·●⋯ ·●·· 

形时要考虑到等价性，注意一些特殊的情况． 

解三角函数的题 目，首先要注意隐含的 

条件，特别是范围问题．往往范围隐藏得很 

深，需要深层次地挖掘．如果出现多解情况， 

一 定要找到隐含的条件，对结果进行验证． 
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= 0、t= )的解的问题．其中，方程 f)+ 

1=0的解的范围t。<0，0<t2<1分别是函 

数 )的两个函数值的范围，其对应的自变 

量的值就是函数Y= ))+1的零点．通 

过换元，结合函数的图象，得到函数的零点， 

变换坐标轴的横轴名称，重复使用 ，是解决这 

类问题的一般方法． 

例 2 已知．厂( )= 一3 ，设 h( )= 

，( ))一c，其中c∈[一2，2]，则函数y= 

h( )的零点个数为— — 个． 

解 令 ( )=0，得，(_厂( ))：c，再令 

)=t，得 t)=c． 

由f ( )=3x 一3=3( +1)( 一1)知 ， 

)在(一o。，一1)上递增，(一1，J)上递减， 

(1，+∞)上递增，其图象如图3所示． 

由图 3，当c=2时 t)=c有 2个根 t 

= 一 1，t，= 2， 
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图 3 图 4 

由图4知 )：t，有三个根 )=t 

有 2个根，故共有 5个根． 

同理，当c=一2时，h( )=0也有5个根． 

当0<c<2时，由图3知 t)=c有3个 

根 t3，t4，t5，且 t3 E(一2，一1)，t4 E(一1，0)， 

￡ ∈(1，2)． 

由图4知 )：t 有3个根 )=t 有 

3个根 )=t，有 3个根，故此时共有 9个 

根． 

同理，一2<c≤0时，h( )=0也有9个 

根． 

综上所述，函数Y=h( )的零点个数为5 

个或9个． 

评注 由函数零点的概念可知，函数 Y 

= )的零点借方程，( )=0的根铮 函数 

Y=，( )的图象与 轴的交点的横坐标．所 
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以，函数零点问题的求解常常用到“数形结 

合”的数学思想方法．通过换元法，作出函数 

的图象对应分析，实现过渡转化，很轻松 自然 

地解决这类复合函数的零点个数问题． 

例3 奇函数I厂( )、偶函数g( )的图象 

分别如图5、图 6所示，方程 g( ))=0， 

g( ))：0的实根个数分别为o、b，则n+6 

等于( ) 

(A)14 (B)10 (C)7 (D)3 
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图 5 

解 (1)对于方程，(g( ))=0，令t= 

g( )，则，(t)=0． 

由 t)=0结合图5得t=一1，0，1；再由 

t=一1，即g( )=一1，结合图6得 =±1，有 

2个根． 

同理，g( )=0时，有 3个根，g( )=1 

时， ：±2，有 2个根． 

．

·

． g(x))=0的实根数为n：7． 

(2)对于方程g( ))=0，令 t= )， 

贝0由g(t)=0结合图6得：￡。∈(一2，一1)，t 

=0，t3∈ (1，2)；再 由 t1∈(一2，一1)，即 

-厂( )∈(一2，一1)结合图5知，此时无解．同 

理，t =0，即，( )=0时，有3个根-d( )=t， 

无解． 

．

·

． g(，( ))=0的实根数为 b=3． 

／ 
： 

一 1 

图 6 

综上，n+b=10，故选 B． 

评注 对于(2)，当t。∈(一2，一1)，t，∈ 

(1，2)时，函数厂( )的图象与)，=t ，Y=￡。没有 
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交点，因此方程 t，=，( )。t = 厂( )无解． 

例4 设定义域为 R的函数 

fC )：f5 ’一 ( ≥0)， 
L ‘+4 +4( <0)， 

若关于 的方程 

f ( )一(2m+1)-厂( )+m =0 

有5个不同的实根，则，n=( ) 

(A)2 (B)4或 6 (C)2或 6 (D)6 

解 因为f (x)一(2m+1)，( )+m = 

0，令t= )，贝 t 一(2m+1)t+m ；0． 

作出函数 )的图象如图7，可知关于t 

的方程 t 一(2m+1)t+m ；0必有一根：为t。 

：4，另一根 t2=0或t >4，才符合题意。 

当t．=4时，解得m=2或6． 

经检验，当m ：2时，方程 t 一(2m+1)t 

+m =0的解为t=4或t；l，不符合题意， 

舍去． 

当／7／,=6时，力 程t 一(2m+1)t+m = 

0的解为t=4或t=9，符合题意． 

综上，m=6。故选D． 

图 7 

评注 本题充分地考查了复合函数的零 

点问题．通过换元法，再作出函数图象，问题 

迎刃而解． 

例5 (2006年湖北高考题)关于 的方 

程( 一1) 一I 一1 I+k=0，给出下列 4个 

命题： 

① 存在实数k，使得方程恰有2个不同的 

实根； 

② 存在实数k，使得方程恰有4个不同的 

实根； 

③ 存在实数k，使得方程恰有5个不同的 

实根； 

④ 存在实数J}，使得方程恰有8个不同的 

实根． 

其中真命题的序号是 

解 根据题意，可令 
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I 一1 l：t(t≥0)， ① 

则方程化为 

t 一t+k：0． ② 

作出函数Y=I 一l l的图象(如图8)， 

结合函数的图象可知： 

(1)当t=0或t>l时，方程 ① 有2个 

不等的根； 

(2)当0<t<1时，方程 ① 有4个根； 

(3)当t=l时，方程① 有3个根． 

故当t=0时，代入方程②，解得k=0，此 

时方程② 有2个不等实根t=0或t：1，故此 

时原方程有 5个根； 
1 

当方程② 有2个不等正根，即0<k< 1- 
斗 

时，方程② 有两根且均小于1大于0，故相应 

地满足方程 I 一l I=t的解有8个，即原方 

程的解有8个； 
1 

当k=÷时，方程②有2个相等的正根 

1 

t=÷，相应地原方程的解有4个． 

综上，真命题的序号为：① ② ③ ④． 

～
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图 8 

评注 这道高考题为当年选择题的最后 
一 题 ，难度较大．但若考生能够 透过 问题现 

象，认清问题的实质，运用换元法解决这类复 

合函数的零点问题．便可轻松获解． 

总之，运用换元法解决形如Y= )) 

+m这类复合函数的零点问题，体现了数学中 

的化归与转化、数形结合、分类讨论等数学思 

想，不失为一种操作简单、行之有效的解题思 

路和方法，值得借签． 
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