
轻组成  重生成  让一题多解落地生根

张  慧  （江苏省南京市第十三中学  ２１０００９）

1  问题的提出
一题多解对于培养学生思维的发散性和灵活

度大有裨益 ，所以一题多解在解题教学中深受教

师重视 ．然而 ，从一题多解的教学效果看 ，有时却

达不到预期的效果 ．不少教师往往是展示方法各自

讲解 ，将多种解法简单地堆砌后静态组成一堂课 ，

这样 ，在学生看来各种方法之间就是孤立的 ，很难

实现方法的迁移 ．教师应该更加注重呈现各种方

法的动态生成过程 ，通过一道题的多种解法让学

生学会对一类问题从多个思维角度思考 ，体会各

种解法之间的区别和联系 ，真正做到让一题多解

落地生根 ．下面笔者结合一节直线与圆锥曲线的

习题课来阐述如何提升一题多解的有效性教学 ．

2  课堂实录

 图 １

例  如图 １ ，在

平面直角坐标系 x Oy

中 ，椭圆
x ２

４
＋ y２

＝ １

的右顶点和上顶点分

别为 A ，B ，四边形

A BCD 内接于椭圆 ，AB ∥ DC ．记直线 A D ，BC
的斜率分别为 k１ ，k２ ，求证 ：k１ · k２ 为定值 ．

（１）由个体的一题一解组成整体的一题多解

学生独立完成后 ，教师在课堂上通过投影展

示学生的解题方法 ．

解法 １  椭圆方程为
x ２

４
＋ y２

＝ １ ，从而 A （２ ，

０） ，B（０ ，１） ，直线 A B的斜率为 －
１

２
．

因为 A B ∥ DC ，所以可设 DC 的方程为 y

＝ －
１

２
x ＋ m ．设 D（x １ ，y１ ） ，C（x ２ ，y２ ） ，联立

y ＝ －
１

２
x ＋ m ，

x ２

４
＋ y２

＝ １ ，

消去 y ，得 x ２
－ ２mx ＋ ２m２

－ ２

＝ ０ ，所以 x １ ＋ x ２ ＝ ２m ，从而 x １ ＝ ２m － x ２ ．

直线 A D的斜率 k１ ＝
y１

x １ － ２
＝

－
１

２
x １ ＋ m

x １ － ２
，

直线 BC的斜率 k２ ＝
y２ － １

x ２
＝

－
１

２
x ２ ＋ m － １

x ２

，

所以 k１ · k２ ＝

－
１

２
x １ ＋ m

x １ － ２
·

－
１

２
x ２ ＋ m － １

x ２
＝

１

４
x １ x ２ －

１

２
（m － １）x １ －

１

２
mx ２ ＋ m（m － １）

（x １ － ２）x ２
＝

１

４
x ２ x ２ －

１

２
m（x １ ＋ x ２ ） ＋

１

２
x １ ＋ m（m － １）

x １ x ２ － ２ x ２
＝

１

４
x１ x２ －

１

２
m · ２m ＋

１

２
（２m － x２ ） ＋ m（m － １）

x１ x２ － ２x２
＝

１

４
x １ x ２ －

１

２
x ２

x １ x ２ － ２ x ２
＝

１

４
，所以 k１ · k２ 为定值 ．

解法２  设C（x０ ，y０ ） ，则
x２
０

４
＋ y２０ ＝ １ ．因为AB ∥

CD ，所以 CD 的方程为 y ＝ －
１

２
（x － x ０ ） ＋ y０ ．

联立
y ＝ －

１

２
（x － x０ ） ＋ y０ ，

x２

４
＋ y２ ＝ １ ，

消去 y ，得 x ２
－

（x ０ ＋ ２ y０ ）x ＋ ２ x ０ y０ ＝ ０ ，解得 x ＝ x ０ （舍去）或

x ＝ ２y０ ，所以点 D的坐标为 ２y０ ，
１

２
x０ ，所以 k１ ·

k２ ＝

１

２
x ０

２y０ － ２
·
y０ － １

x０
＝

１

４
，即 k１ · k２ 为定值 １

４
．

解 法 ３  设 D（x １ ，y１ ） ，C（x ２ ，y２ ） ， 则

x ２
１

４
＋ y２

１ ＝ １ ① ，

x ２
２

４
＋ y２

２ ＝ １ ② ，

y２ － y１

x ２ － x １
＝ －

１

２
③ ．

由 ① － ② ，得
y２ － y１

x ２ － x １
·
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y２ ＋ y１

x ２ ＋ x １
＝ －

１

４
④ ，将 ③ 代入 ④ ，得

y２ ＋ y１

x ２ ＋ x １
＝

１

２
⑤ ．

由 ③ 和 ⑤ 解得 x ２ ＝ ２y１ ，y２ ＝
１

２
x １ ，则 k１ ·

k２ ＝
y１

x １ － ２
·
y２ － １

x ２
＝

y１

x １ － ２
·

１

２
x １ － １

２y１
＝

１

４
．

（２）分析整体的一题多解助力生成个体的一

题多解

学生提炼各种方法的解题过程 ，教师同时在

黑板上画出解题过程路线图 ：

解法 １  直线 y ＝ －
１

２
x ＋ m与椭圆联列 →

由韦 达 定 理 得
x １ ＋ x ２ ＝ ２m ，

x １ x ２ ＝ ２m２
－ ２

→ k１ k２ ＝

y１

x １ － ２
·
y２ － １

x ２

（四元 x １ ，x ２ ，y１ ，y２ ） → 直线方程

消元得 k１ k２ ＝

－
１

２
x １ ＋ m

x １ － ２
·

－
１

２
x ２ ＋ m － １

x ２

（三元 x １ ，x ２ ，m） → 韦达定理消元得 k１ k２ ＝

１

４
x １ x ２ －

１

２
x ２

x １ x ２ － ２ x ２

（二元 x １ ，x ２ ） ，得定值 ．

解法 ２  直线 y ＝ －
１

２
（x － x ０ ） ＋ y０ 与椭圆

联列 → 解出点 D的坐标为 ２y０ ，
１

２
x ０ → k１ k２ ＝

y１

x １ － ２
·
y０ － １

x ０

（四元 x ０ ，y０ ，x １ ，y１ ） ＝

１

２
x ０

２ y０ － ２
·

y０ － １

x ０

（二元 x ０ ，y０ ） ，得定值 ．

解法 ３  利用点差法得
y２ － y１
x ２ － x １

·
y２ ＋ y１
x ２ ＋ x １

＝

－
１

２
，与

y２ ＋ y１

x ２ ＋ x １
＝
１

２
联列 → x ２ ＝ ２ y１ ，y２ ＝

１

２
x １

→ k１ k２ ＝
y１

x １ － ２
·
y２ － １

x ２

（四元 x １ ，x ２ ，y１ ，y２ ） →

k１ k２ ＝
y１

x １ － ２
·

１

２
x １ － １

２ y１

（二元 x １ ，y１ ） ，得定值 ．

（３）让个体由“一道题的多解”学会“一类题

的分析” ，让多解落地生根

师 ：这三种解法之间有什么共同点和不

同点 ？

生 ４ ：都用到了消元的思想 ，不同在于消元的

方法不一样 ．

生 ５ ：第一种是结合韦达定理消成关于点 D ，

C横坐标 x １ 和 x ２ 的式子 ，第二种是直线代入椭

圆消成与点 C坐标有关的式子 ，第三种是用点差

法消成与点 D 坐标有关的式子 ．

师 ：下次再遇到这个题目时 ，你能独立想到这

三种解法吗 ？

（学生小声讨论 ，表示比较困难）

师 ：老师在拿到这题时可能和大家思考的顺

序不太一样 ，我会先写出目标式 k１ k２ ＝
y１

x １ － ２
·

y２ － １

x ２

，再结合我们已有知识来思考消哪些量 、用

什么方法消元 ．

生 ６ ：下次我要学会先从结论出发 ，再想有哪

些方法 ．

师 ：很好 ！如果再给你一次选择的机会 ，你选

哪种做法 ？为什么 ？

生 ７ ：我会选解法 ２ ，因为本题直线 CD 斜率
已知 ，用点 C坐标来表示直线方程与椭圆联列就
可以用韦达定理解点 D 的坐标了 ．

生 ８ ：我会选解法 ３ ，我们知道由点差法可得

点 C ，D 坐标的关系式 ，而 CD 斜率已知 ，由这两

个式子就可以统一点 C ，D 的坐标了 ．

生 １ ：我还是会选择解法 １ ，因为由目标式我

最先能想到的就是韦达定理的形式 ．

师 ：很好 ！ 刚才两个同学都提到本题的特

征 ——— CD斜率已知 ，这样点 C ，D的坐标有一个
等量关系 ，所以本题选择消成与点 C或点 D 坐标
有关的式子会简单一些 ．

3  教学反思
（１）提炼解题过程路线图 ，生成各种解题方

法 ——— “导之有方”

在平时的教学过程中 ，为了节省时间 ，教师往

往让会做的学生来讲述解题过程 ．由于该生对自

己的解法熟悉 ，对于别的同学可能存在的思维受

阻点往往是一带而过的 ，实际的效果常常是少数

优秀的学生能听明白 ，更多的学生还停留在似懂

非懂的阶段 ．笔者认为 ，教师投影学生的解题方法

后要给全体学生思考的时间 ，再请不同的学生

来提炼解题过程路线图 ．动态呈现各种方法生成

（下转第 ５５页）

·４４·               中学数学月刊             ２０２１年第 ３期



3 ．4  建模过程中教师要适当引导

数学建模过程涉及到现实生活的问题或者跨

学科的问题 ，对于学生具有挑战性 ，正因为如此 ，

对培养学生的资料收集能力 、自学能力 、问题提出

能力 、创新能力具有重要作用 ．但考虑到学生的认

知能力和实际能力 ，教师需要在适当时机进行引

导 ．如夏至日和冬至日全球正午太阳高度角的计

算 ，既是一个跨学科问题 ，又是一个数学内部知识

之间的综合问题（圆 、平行线的性质 、三角函数等

知识的综合） ；在最后得出遮阳篷长度模型 ，求解

最大值最小值时 ，需要教师来帮助完成 ，最简便的

方式是通过几何画板作出图象 ，学生大概估计出

一个范围 ；同时在误差分析上教师需要从感性分

析过渡到理性分析 ，简要介绍人类认识地球形状

的不同阶段 ．总之 ，整个建模过程要在教师不失时

机的引导下完成 ．
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的过程能让更多学生理解方法的来龙去脉 ，加深

对各种方法的理解 ．提炼别的同学的解题路线也有

助于学生厘清自己的解题思路 ，突破自己的思维受

阻点 ，为后面分析各种方法的异同点作好准备 ．

（２） 对比方法间的异同 ，寻找多解的源

头 ——— “导之有力”

传统的一题多解的课堂往往只能让大多数学

生慨叹优秀学生的厉害 ，能灵光一现地想到各种

他们想不到的做法 ，而在他们的眼中各种方法还

是孤立的 ，很难实现迁移 ．究其原因 ，往往是教师

带着学生将各种思路发散开去后 ，并没有逆流而

上寻找到多解的源头 ．笔者认为 ，在一题多解的教

学中各种解法固然重要 ，但引导学生通过分析对

比方法的异同 ，直击问题本质 、追本溯源更为重

要 ．以本节课为例 ，重要之处就在于引导学生思考

出我们是对目标式 k１ k２ ＝ y１

x １ － ２
·
y２ － １

x ２

采用了

不同的消元方式 ，从而产生了不同的解题方法 ．引

导学生的思维经历由原题到多解的发散 ，再由多

法归因收敛的双向过程 ，真正实现班级整体的多

解到个体多解的转变 ．

（３）由一道题多解生成一类题多解 、优解 ———

“导之有效”

一道题的多解不是教学的终极目标 ，教师应

该通过对一题多解的分析 ，让学生养成科学的思

维方式 ，拓宽学生的思维宽度 ，延展学生的思维深

度 ．以本节课为例 ，通过对这道题的分析 ，让学生

学会在遇到解析几何中的证明定值问题时 ，采用

“自下而上”的思维方式 ，从结论出发 ，透过对目标

式的分析再结合题目的具体特征选择合理的消元

方式达到一类题的多解甚至优解 ．如果教师能长

期坚持这样做 ，一定能让每道题的多种解法在更

多学生的心中落地生根 ，优化他们的思维品质 ，取

得更好的教学效果 ．
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