
2021 年全国卷导数解答题新解法
*

山东省泰安市宁阳县第一中学 271400 刘才华

陕 西 省 西 安 市 西 光 中 学 710043 吕成杰

【摘 要】 2021 年高考数学全国卷共 6 套，由教育部考试中心命制，包括新高考Ⅰ卷 1 套( 不分文理科) 、新高

考Ⅱ卷 1 套( 不分文理科) 、全国甲卷 2 套( 文、理科) 、全国乙卷 2 套( 文、理科) ．本文给出其中 6 道导数试题第( 2)

问简明的新解法．
【关键词】 全国卷; 导数; 单调性; 不等式; 范围

2021 年高考数学全国卷共 6 套，由教育部考试

中心命制，包括新高考 Ⅰ 卷 1 套( 不分文理科) 、新

高考Ⅱ卷 1 套( 不分文理科) 、全国甲卷 2 套( 文、理
科) 、全国乙卷 2 套( 文、理科) ．其中的 6 道导数综合

解答题稳中求新，体现了基础性、综合性、应用性和

创新性的考查要求．新高考Ⅱ卷第 22 题第( 2) 问是

一道“结构不良问题”，对考生的逻辑推理能力、数

学抽象能力、直观想象能力等有很深入的考查．6 道

试题的第( 1) 问容易入手，第 ( 2) 问深入增加了难

度，突出数学本质，重视理性思维，坚持素养导向、能
力为重的命题原则．下面我们对于 6 道导数解答题，

第( 1) 问解题过程从略，第( 2) 给出简明的新解法，

供教学参考．
例 1 ( 新高考Ⅰ卷第 22 题) 已知函数 f( x) =

x( 1 － lnx) ．
( 1) 讨论 f( x) 的单调性;

( 2) 设 a，b 为两个不相等的正数，且 blna － alnb

= a － b，证明: 2 ＜
1
a

+ 1
b

＜ e．

解 ( 1) f( x) 在 ( 0，1) 上 单 调 递 增，f( x) 在

( 1，+ ∞ ) 上单调递减;

( 2) 由 blna － alnb = a － bb( 1 + lna) = a( 1 +

lnb) 
1 + lna

a
= 1 + lnb

b 
1
b

－ 1
a

= lna
a

－ lnb
b 得

f
1( )a

= f
1( )b

．由( 1) 不妨设 0 ＜
1
a

＜ 1 ＜
1
b

＜ e，

则 a ＞ 1 ＞ b ＞
1
e
．

要证 明
1
a

+ 1
b

＞ 2，只 需 证 明
1
b2

－ 1
a2 ＞

2
1
b

－ 1( )a
= 2

lna
a

－ lnb( )b 
1
b2

+ 2lnb
b

＞
1
a2

+ 2lna
a

．

设 g( x) = 1
x2

+ 2lnx
x

( x ＞ 0) ，则 g'( x) =

2( x － xlnx － 1)

x3
．由( 1) 得 x( 1 － lnx) ≤ f( 1) = 1，则

g'( x) ≤ 0，g( x) 在( 0，+ ∞ ) 单调递减，所以 g( b)

＞ g( a) ，故
1
a

+ 1
b

＞ 2．

设 h( x) = 2x － xlnx － e( 0 ＜ x ＜ e) ，则 h'( x) =
1 － lnx，h( x) 在( 0，e) 上单调递增，则 h( x) ＜ h( e)

= 0，即 f( x) = x( 1 － lnx) ＜ － x + e，从而 f
1( )b

＜ － 1
b

+ e． 又
1
a

－ f
1( )a

= 1
a
ln

1
a

＜ 0，则 f
1( )b

+ 1
a

－

f
1( )a

＜ － 1
b

+ e．由 f
1( )a

= f
1( )b 得

1
a

＜ － 1
b

+ e，

则
1
a

+ 1
b

＜ e．故 2 ＜
1
a

+ 1
b

＜ e．

例 2 ( 新高考Ⅱ卷第 22 题) 已知函数 f( x) =
( x － 1) ex － ax2 + b．

( 1) 讨论函数 f( x) 的单调性;

( 2) 从下面两个条件中选一个，证明: f( x) 有一

个零点．

①
1
2

＜ a≤
e2

2
，b ＞ 2a;②0 ＜ a ＜

1
2

，b≤ 2a．

解 ( 1) f '( x) = x( ex － 2a) ．
当 a≤ 0 时，f( x) 在( － ∞，0) 上单调递减，在

( 0，+ ∞ ) 上单调递增;
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当 0 ＜ a ＜
1
2 时，f( x) 在 ( － ∞，ln2a) 和

( 0，+ ∞ ) 上单调递增，在( ln2a，0) 上单调递减;

当 a = 1
2 时，在( － ∞，+ ∞ ) 上单调递增;

当 a ＞
1
2 时，f( x) 在( － ∞，0) 和( ln2a，+ ∞ )

上单调递增，在( 0，ln2a) 上单调递减．
( 2) 若选 ①，由 ( 1) 知 f( x) 在 ( － ∞，0) 和

( ln2a，+ ∞ ) 上单调递增，在( 0，ln2a) 上单调递减．

由 f( 0) = b － 1 ＞ 2a － 1 ＞ 0，f － b

槡( )a
=

－ b

槡a
－( )1 e －槡

b
a ＜ 0 和 零 点 定 理 得 f( x) 在

( － ∞，0) 上有唯 一 的 零 点． 由 f( ln2a) = ( ln2a －
1) 2a － a( ln2a) 2 + b ＞ ( ln2a － 1) 2a － a( ln2a) 2 +
2a = aln2a( 2 － ln2a) ≥ 0 得 f( ln2a) ＞ 0，从而 f( x)

在( 0，+ ∞ ) 上没有零点，故 f( x) 有一个零点．
若选②，由 ( 1) 知 f( x) 在 ( － ∞，ln2a) 和 ( 0，

+ ∞ ) 上单调递增，在( ln2a，0) 上单调递减．
f( ln2a) = ( ln2a － 1) ·2a － a( ln2a) 2 + b ≤

( ln2a － 1)·2a － a( ln2a) 2 + 2a = aln2a( 2 － ln2a)

＜ 0，从而 f( x) 在( － ∞，0) 上没有零点．由常用不等

式 ex ≥ x + 1，等号当且仅当 x = 0 时成立．得

f 1 － b
1 －槡 a

+( )1 ＞ 1 － b
1 －槡 a

+( )1 －[ ]1 ·
1 － b
1 －槡 a

+( )1 +[ ]1 － a 1 － b
1 －槡 a

+( )1
2

+ b

= ( 1 － a)
1 － b
1 －槡 a

+( )1
2

+ b － 1

= 1 － b + 2( 1 － a)
1 － b
1 －槡 a

+ 1 － a + b － 1

= 2( 1 － a)
1 － b
1 －槡 a

+ 1 － a ＞ 0．

又 f( 0) = b － 1≤2a － 1 ＜ 0，由零点定理得 f( x)

在( 0，+ ∞ ) 上有唯一的零点，故 f( x) 有一个零点．
例 3 ( 全国甲卷理科第 21 题) 已知 a ＞ 0 且 a

≠ 1，函数 f( x) = xa

ax ( x ＞ 0) ．

( 1) 当 a = 2 时，求 f( x) 的单调区间;

( 2) 若曲线 y = f( x) 与直线 y = 1 有且仅有两个

交点，求 a 的取值范围．

解 ( 1) f( x) 的单调增区间为 0，
2( ]ln2

，单调减

区间为
2
ln2

，+[ )∞ ．

( 2) f( x) = xa

ax
= 1ax = xaxlna = alnx

lnx
x

=

lna
a
．设 g( x) = lnx

x
，则 g'( x) = 1 － lnx

x2
．于是 g( x) 在

0，( )e 上 单 调 递 增， 在 e，+( )∞ 上 单 调 递 减，

gmax( x) = g( e) = 1
e
． 当 x → 0 时，g( x) →－ ∞ ; 当

x→+ ∞，g( x) → 0．又 g( 1) = 0知曲线 y = f( x) 与直

线 y = 1有且仅有两个交点等价于 y = g( x) 的图象与

y = lna
a 的图象有两个交点，等价于 0 ＜

lna
a

＜
1
e

，即

g( 1) ＜ g( a) ＜ g( e) ，故 a 的取值范围为( 1，e) ∪
( e，+ ∞ ) ．

例 4 ( 全国甲卷文科第 20 题) 设函数 f( x) =
a2x2 + ax － 3lnx + 1，其中 a ＞ 0．

( 1) 讨论 f( x) 的单调性;

( 2) 若 y = f( x) 的图象与 x 轴没有公共点，求 a
的取值范围．

解 ( 1) f '( x) = ( 2ax + 3) ( ax － 1)
x

．f( x) 在

0，
1( )a 上单调递减，在

1
a

，+( )∞ 单调递增．

( 2) 由题意和 f( 1) = a2 + a + 1 = a + 1( )2

2

+

3
4

＞ 0 知 y = f( x) 的图象在 x 轴的上方．

由( 1) 知 fmin( x) = f
1( )a

= 3 + 3lna．由 3 + 3lna

＞ 0 得 a ＞
1
e

，故 a 的取值范围为
1
e

，+( )∞ ．

例 5 ( 全国乙卷理科第 20 题) 设函数 f( x) =
ln( a － x) ，已知 x = 0 是函数 y = xf( x) 的极值点．

( 1) 求 a;

( 2) 设函数 g( x) = x + f( x)
xf( x)

．证明: g( x) ＜ 1．

解 ( 1) a = 1．
( 2) 由( 1) 得 f( x) = ln( 1 － x) ，g( x) 的定义域

为( － ∞，0) ∪ ( 0，1) ．

g( x) = x + f( x)
xf( x)

＜ 1
1

f( x)
+ 1

x
＜ 1

1
f( x)

＜

x － 1
x

．

当 x∈ ( － ∞，0) 时，f( x) ＞ 0 ，g( x) ＜ 1x +
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( 1 － x) ln( 1 － x) ＞ 0
x

1 － x
+ ln( 1 － x) ＞ 0．

当 x ∈ ( 0，1) 时，f( x) ＜ 0 ，g( x) ＜ 1x +

( 1 － x) ln( 1 － x) ＞ 0
x

1 － x
+ ln( 1 － x) ＞ 0．

设 h( x) = x
1 － x

+ ln( 1 － x) ，则 h'( x) =

x
( 1 － x) 2 ．当 x ∈ ( － ∞，0) 时，h( x) 单调递减; 当

x∈ ( 0，1) 时，h( x) 单调递增，所以当 x∈ ( －∞，0)

∪ ( 0，1) 时，h( x) ＞ h( 0) = 0，则
x

1 － x
+ ln( 1 － x)

＞ 0，故 g( x) ＜ 1．
例 6 ( 全国乙卷文科第 21 题) 已知函数

f( x) = x3 － x2 + ax + 1．
( 1) 讨论 f( x) 的单调性;

( 2) 求曲线 y = f( x) 过坐标原点的切线与曲线

y = f( x) 的公共点的坐标．

解 ( 1) 当 a≥
1
3 时，f( x) 在( － ∞，+ ∞ ) 上

单调递增;

当 a ＜
1
3 时，f( x) 在 － ∞，

1 － 1 － 3槡 a( )3
和

1 + 1 － 3槡 a
3

，+( )∞ 上 单 调 递 增， 在

1 － 1 － 3槡 a
3

，
1 + 1 － 3槡 a( )3

上单调递减．

( 3) 设过坐标原点的切线为直线 L，切点为( t，t3

－ t2 + at + 1) ．由 f( x) = x3 － x2 + ax + 1得f '( x) = 3x2

－ 2x + a，f '( t) = 3t2 － 2t + a，则直线 L 的方程为 y －
( t3 － t2 + at + 1) = ( 3t2 － 2t + a) ( x － t) ，由直线 L
过原点得 2t3 － t2 － 1 = 0 ，则( t － 1) ( 2t2 + t + 1) =
0，得 t = 1，从而f '( 1) = a + 1，f( 1) = a + 1，所以直线

L 的方程为 y = ( a + 1) x．联立 y = x3 － x2 + ax + 1 消

去 y 得 x3 － x2 － x + 1 = 0，即( x + 1) ( x － 1) 2 = 0，

则 x1 = － 1，x2 = 1．当 x1 = － 1 时，f( － 1) = － a － 1; 当

x2 = 1 时，f( 1) = a + 1．故所求点的坐标为( － 1，－ a
－ 1) 和( 1，a + 1) ．

多视角探究一道 2021 年高考数学选择压轴题
*

广东省中山市濠头中学 528437 闫 伟

【摘 要】 本文对 2021 年高考全国乙卷理科第 12 题进行了不同角度多种解法的探析，给出一类对数式与指

数式大小比较的通性通法，以期启示大家复习备考，提升复习备考效率．
【关键词】 对数式; 比较大小; 单调性; 放缩法

1 试题呈现与分析

( 2021 年全国乙卷理科 12 题) 设 a = 2ln1．01，

b = ln1．02，c = 1．槡 04 － 1，则( ) ．
A．a ＜ b ＜ c B．b ＜ c ＜ a
C．b ＜ a ＜ c D．c ＜ a ＜ b
试题分析 本题以对数式和根式为载体，考查

实数的比较大小．这类题型往往题干简洁，但综合性

强，综合考查对数的运算性质，函数的单调性，不等

式的性质等知识．能力层面突出考查学生的推理论

证能力、运算求解能力以及综合运用所学知识分析

问题和解决问题的能力，侧重考查逻辑推理、数学运

算等素养．本题入手宽，不同的考生可以有不同的切

入点，不同的解法体现不同的思维，是一道值得深入

研究的好题．
2 多视角探究

视角 1 基于函数单调性的视角

因为 1．012 = 1．0201 ＞ 1．02，显然 a = ln1．012 =

ln1．0201 ＞ b，从选择答案中可以排除 A，D 选项，剩

下 2 个选项中只需比较 a 和 c 的大小即可．因为 a － c

= 2ln1．02 － 1．槡 04 + 1 = 2ln( 1 + 0．01) －

1 + 4 × 0．槡 01 + 1，从而构造函数 f( x) = 2ln( 1 + x)
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