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- [t + 1
t - ( t - 1

t ) lnt] x( t > 1),关于 x 的不等式

f(x)≤g(x)在(0, + ∞ )上恒成立,则实数 m 的取值

范围为[ 1
t - t,0)∪(0,t - 1

t ] .

证明类似于解法二,限于篇幅,此处略去.
4.解题教学感悟

目前,核心素养已成为基础教育领域的重点研究

课题和学生发展的主要任务[1] . 数学核心素养形成与

提升不能离开数学的学习、运用、创新,在学校中培养

学生的数学核心素养必须以课堂教学为载体.
那么,在解题教学中如何培养学生的数学核心

素养?
在试题解答策略分析环节,通过各种策略的比

较、各类数学模型的应用、算理与算法的甄别、数学

软件与多媒体的动态演示,能够很好培养学生数学

抽象、直观想象、数学建模、数学运算、数据分析等

核心素养. 在命题手法剖析环节,在教师的引导下,
学生通过试题表现出来的“蛛丝马迹”,“顺藤摸瓜”
发现命题者的命题手法,学生的逻辑推理核心素养

能够得到很好的发展. 在试题拓展探析环节,通过

合情推理,将试题从特殊到一般推广,有助于发展

学生的逻辑推理核心素养、创新思维能力.

参考文献

[1]任子朝,陈昂,赵轩. 数学核心素养评价研究[J],课程·
教材·教法,2018,38(5):116 - 121.
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一道 2021 年高考压轴题的多视角探究

福建师范大学数学与信息学院　 (350117) 　 束浩东∗

　 　 近年来全国高考和各地的模考试卷中频频出

现导数的极值点偏移问题,该类型试题通常以压轴

题的形式出现,对考生的数学思维能力和基本功要

求较高. 文章以 2021 年新高考数学 1 卷的压轴题为

例,对一类极值点偏移问题进行了多解探究,总结

了证明此类问题的常见方法和思路,在此基础之上

对该题的“母题”进行了优化证明.
1　 原题再现

(2021 年新高考数学 1 卷第 22 题)已知函数

f(x) = x(1 - lnx). ( I)讨论 f( x)的单调性;( II)设

a,b 为两个不相等的正数,且 blna - alnb = a - b. 证

明:2 < 1
a + 1

b < e.

2　 试题解析

问题( I)的求解:由 f( x) = x(1 - lnx)得 f′( x)
= - lnx. 分别令 f′(x) > 0 得 0 < x < 1;令 f′( x) < 0
得 x > 1. 故 f(x)的单调递增区间为(0,1);单调递减

区间为(1, + ∞ ).
下面主要是对问题( II)的证明进行探究.
分析:由( I)可知 f(x)的极大值为 f(1) = 1,且

有 f(e) = 0. 由题设条件 blna - alnb = a - b 得
lna + 1

a

= lnb + 1
b ,即 f( 1

a ) = f( 1
b ). 又因为 a,b 为两个不相

等的正数,所以必然有 max{a,b} > 1,0 < min{a,b}

< 1. 不妨设 0 < a < 1,则 b > 1. 令 x1 = 1
b ,x2 = 1

a ,则

有 0 < x1 < 1 < x2 < e 且 f(x1) = f(x2),所以待证结论

转化为证明 2 < x1 + x2 < e. 下面给出 4 种证明思路.
思路一:构造函数,对称作差

图 1

证明:(1)先证 x1 +
x2 > 2,即证 x2 > 2 - x1 .
因为 0 < x1 < 1 < x2 < e,
不妨假设 1 < x2≤2 - x1 .
构造函数 g(x) = f(x) -
f(2 - x),x∈(0,1),则
g′(x) = - ln [1 - ( x -
1) 2]≥0. 故 g(x)在(0,
1)上单调递增,从而 g(x1) < g(1) = 0⇔f(x1) < f(2
- x1). 如图 1 所示,若 1 < x2 ≤2 - x1,则 f ( x1 ) =
f(x2)≥f(2 - x1) > f( x1),显然矛盾! 故假设不成

立,即 x1 + x2 > 2 得证.
(2)再证 x1 + x2 < e.
如图 2 所示,结合函数的单调性可知要证明 x1

+ x2 < e,即证明 x2 < e - x1,等价于证明 f(x1) =
f(x2) > f(e - x1). 构造函数 h(x) = f(x) - f(e - x),
x∈(0,1),则有 h′(x) = - lnx - ln(e - x) = - ln(ex
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- x2),h″( x) = 2x - e
x(e - x)

< 0. 所以 h′(x)在(0,1)
上单调递减,且 h′(1) =

- ln(e - 1) < 0,h′( 1
e )

= - ln (1 - 1
e2
) > 0. 由

导函数的介值定理可知,存在一点 c∈( 1
e ,1)使得

h′(c) = 0. 从而 h(x)在(0,c)上单调递增,在(c,1)

上单调递减. 又因为 lim
x→0 +

f(x) = lim
x→0 +

1 - lnx
1
x

=

lim
x→0 +

- 1
x

- 1
x2

= lim
x→0 +

x = 0,h(1) = (1 - e)[1 - ln(e - 1)]

> 0. 所以 h(x) = f( x) - f( e - x) > 0 在定义域(0,
1)恒成立,即原命题 x1 + x2 < e 得证. 综上所述,2 <
x1 + x2 < e.

评注:本题是一道老生常谈的“极值点偏移”问

题,求解的关键在于揭开试题“神秘的面纱”,不被

其表象迷惑. 由于原函数中含有对数函数,因此在

比较大小时考虑使用作差法较为简洁. 根据函数特

点画出草图,可使解题思路更为清晰明了! 利用对

称作差构造函数是解决此类问题的基本思路,当

然,笔者对后半部分的证明过程当中用到了部分高

数知识,对于高中生来说可能不太适合. 因此在这

里留下一个瑕疵,期待有更为完美的处理方法.
思路二:等价变形,换元转化

分析:由题设条件 blna - alnb = a - b 得
lna + 1

a

= lnb + 1
b ⇔ln(ea)

a = ln(eb)
b ,则有

ln 1
ea

ea =
ln 1

eb
eb . 构造

函数 g(t) = tlnt( t > 0),令 t1 = 1
ea,t2 = 1

eb,则 g( t1)

= g(t2). 问题转化为证明
2
e < t1 + t2 < 1.

图 3

证明:令 g( t) = tlnt
( t > 0),并设 g ( t1 ) =
g(t2) =m. 由 g′( t) = lnt
+ 1 易得 g ( t) 在区间

(0, 1
e )上单调递减,在

区间( 1
e , + ∞ )上单调

递增,作出草图如图 3 所示. 不妨设 0 < t1 < 1
e < t2 <

1,则 2
e < t1 + t2⇔t2 > 2

e - t1⇔g( t1) = g( t2) > g( 2
e

- t1). 令 G(t) = g(t) - g( 2
e - t),其中 t∈(0, 1

e ).

则 G′(t) = ln( 2te - t2) < 0, 所以 G(t)单调递减且有

G(t) > G( 1
e ) = 0,故 G(t)在 t∈(0, 1

e )上恒为正.

即 g(t1) - g( 2
e - t1) > 0 成立. 所以有

2
e < t1 + t2 .

同理可证 t1 + t2 < 1.
评注:实际上方法一和方法二如出一辙,相对

方法一而言,方法二的难度在于如何将题设条件

blna - alnb = a - b 合理变形,通过巧妙换元把问题

转化为研究函数 g( t) = tlnt( t > 0)的极值点偏移问

题,因此该方法具有一定的技巧性和创造性,对考

生的数学思维能力要求较高.
思路三:巧用放缩,妙解问题

证明:(1)先证明 x1 + x2 > 2,即 1
a + 1

b > 2. 根

据对数平均不等式[1]: x1x2 <
x1 - x2

lnx1 - lnx2
<
x1 + x2

2
(x1,x2 > 0,x1≠x2) (证明过程见文献[1]),不妨设

0 < x1 < 1 < x2,可令
x2

x1
= t ( t > 1 ). 则有 t x1 <

(1 - t)x1

ln 1
t

<
(1 + t)x1

2 ,化简得
2(t - 1)
t + 1 < lnt < t - 1

t
,

其中 t > 1. 再令 t =m(m > 1),则 lnm < 1
2 (m - 1

m),

其中 m > 1. 所以当 x > 1 时,得到对数平均不等式的

等价关系式:2(x - 1)
x + 1 < lnx <

x - 1
x

2 . (∗)

由题设条件 blna - alnb = a - b 得
lna + 1

a =

lnb + 1
b (根据前文分析限定 0 < a < 1 < b). 利用上述

等价式(∗)立即可得
lnb + 1

b <

1
2 (b - 1

b ) + 1

b ;又当

0 < a < 1 时, 1
a > 1,所以

lna + 1
a >

1
2 (a - 1

a ) + 1

a . 综

上可知

1
2 (a - 1

a ) + 1

a <

1
2 (b - 1

b ) + 1

b . (∗∗)
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进一步由(∗∗)式可得 a - b < a
2b - b

2a,不等式

两边同除以 ab 得
1
b - 1

a < 1
2 ( 1

b2 - 1
a2 ) = 1

2 ( 1
b +

1
a )( 1

b - 1
a ),即 1

a + 1
b > 2 得证.

(2)再证明 x1 + x2 < e.
构造函数 w(x) = lnx - x + 1,(x > 0),则 w′(x)

= 1
x - 1,易知 w( x)在(0,1)上单调递增,在(1,

+ ∞ )上单调递减,故 w(x)≤w(1) = 0,即 lnx≤x -

1 在 x∈(0, + ∞ )上恒成立. 因此有 1 - lnx2 = ln e
x2

≤ e
x2

- 1,所以 x2(1 - lnx2)≤x2(
e
x2

- 1) = e - x2 . 结

合已知条件 0 < x1 < 1 < x2 < e,可得 1 - lnx1 > 1,从
而 x1 < x1(1 - lnx1) = x2(1 - lnx2)≤e - x2,即 x1 + x2

< e 得证. 综上所述 2 < x1 + x2 < e.
评注:可以说对数平均不等式是解决极值点偏

移问题的一大有效“杀手锏”,根据题设条件合理进

行变形转化往往可以获得事半功倍的良好收益. 第
二部分证明的关键点在于能否发现并利用“1 - lnx1

>1,1 - lnx2 < 1”这一隐藏结论,运用放缩法研究不

等式问题对学生而言具有一定的挑战性,不仅要掌

握一定技巧还需对常见基本函数的相关结论如“ lnx
≤x - 1,(x > 0)”有一定的积累. 教师在日常教学中

应注意归纳和整合相关知识,帮助学生建构自己的

知识网络以我完善学生的数学认知结构,助力学生

数学学科核心素养的达成.
思路四:合理代换,化难为易

证明:(1)先证明 x1 + x2 > 2. 由 f(x1) = f(x2)得
x1 - x1 lnx1 = x2 - x2 lnx2,所以有 x2 lnx2 - x1 lnx1 = x2

- x1,即有
x2 lnx2 - x1 lnx1

x2 - x1
= 1. 则待证不等式 x1 + x2

> 2 转化为 x1 + x2 > 2
x2 lnx2 - x1 lnx1

x2 - x1
,即证明 x2

2 - x2
1

> 2 ( x2 lnx2 - x1 lnx1 ),等价于证明 2x2 lnx2 - x2
2 <

2x1 lnx1 - x2
1 . 构造辅助函数 p( x) = 2xlnx - x2,x∈

(0, + ∞ ),则 p′(x) = 2lnx + 2 - 2x,p″(x) = 2
x - 2.

易得 p′(x)在(0,1)上单调递增,在(1, + ∞ )上
单调递减,所以 p′(x) < p′(1) = 0,即 p(x)在定义域

上单调递减,结合 0 < x1 < 1 < x2 得,p(x1) > p(x2),
故 2x2 lnx2 - x2

2 < 2x1 lnx1 - x2
1 得证. 所以 x1 + x2 > 2

成立.
(2)再证明 x1 + x2 < e. 由 f( x1) = f( x2)得 x1(1

- lnx1) = x2(1 - lnx2),从而有
x2

x1
=
1 - lnx1

1 - lnx2
. 令

x2

x1
=

k,由已知 0 < x1 < 1 < x2 < e 得 k =
1 - lnx1

1 - ln(kx1)
> 1,所

以 x1 = e
k - klnk - 1

k - 1 .

下证 e
k - klnk - 1

k - 1 + ke
k - klnk - 1

k - 1 < e. 即证明 1 + k < e
klnk
k - 1成

立,所以问题转化为证明

ln(1 + k) < klnk
k - 1⇔(k - 1) ln(1 + k) < klnk.

构造函数 h(x) = xlnx - (x - 1) ln(1 + x),(x >

1),则 h′(x) = ln [ x
x + 1 ] + 2

1 + x > 0,记 t = x
x + 1∈

( 1
2 ,1 ) . 令 h′(x) = s( t) = lnt + 2(1 - t),则 s′( t)

= 1
t - 2 < 0,所以 s( t)在( 1

2 ,1)上单减,且 s(1) =

0,s( 1
2 ) > 0,从而 h′(x) = s( t) > 0 即 h( x)在(1,

+ ∞ )上单增,所以有 h(k) > h(1) = 0. 即 klnk - (k
- 1) ln(1 + k) > 0,故 x1 + x2 < e 成立. 综上所述 2 <
x1 + x2 < e.

评注:该方法的第一部分是将
x2 lnx2 - x1 lnx1

x2 - x1
= 1

作为一个整体代入,而第二部分则是将双变量
x1

x2
转

化为单变量问题处理. 解题的核心思想都是将问题

进行化归与转化,构造出新的函数,同时规避了原

函数中极值点偏移对问题的影响.
3 题源探究

(2017 年四川省省级联考高考数学模拟试题文

理科第 10 题[2] )设 a,b 是不相等的两个正数,且
blna - alnb = a - b,给出下列结论:(1) a + b - ab >

1;(2)a + b > 2;(3) 1
a + 1

b > 2. 其中所有正确结论

的序号是( 　 　 ).
A. (1)(2) 　 　 　 　 B. (1)(3)
C. (2)(3) D. (1)(2)(3)
评注:文[2]和[3]中已经对本题作了详尽的探

讨,并且文[2]的作者认为该题的参考答案 D 选项有

误,即认为仅基于“blna - alnb = a - b”这一条件无法判

断
1
a + 1

b >2 成立. 事实上根据本文的分析可知这一

结论是成立的.另外文献[2]和[3]对于该模拟题的证

明过程都过于复杂(均是通过构造函数进行证明),具
体不再赘述. 笔者受本文例题证明过程的启发在这里

提供一种更为简洁的证明思路与大家分享交流:
结论(1)证明:构造函数 f( x) = x(1 - lnx),由

blna - alnb = a - b 得 f ( 1
a ) = f ( 1

b ),所以必然有
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max{a,b} > 1,0 < min{a,b} < 1. 不妨设 0 < a < 1,
则 b > 1. 故(1 - a)(b - 1) = a + b - ab - 1 > 0⇒a + b
- ab > 1.

结论(2)证明:由 blna - alnb = a - b 得
lna + 1

a =

lnb + 1
b ,则有

lna + lnb + 2
a + b = lna - lnb

a - b ,利用对数平均

不等式得
lna + lnb + 2

a + b = lna - lnb
a - b > 2

a + b. 所以有 lna

+ lnb + 2 > 2⇒lna + lnb = ln(ab) > 0. 又因为 a,b 为

两个不相等的正数,所以 ab > 1,即 a + b > 2 ab > 2
得证.

结论(3)即为本文原题第(2)小问的前半部分,
不再阐述.

4　 写在最后

作为数学教育工作者,应从不同的视角深入探

究,不断优化解题过程,发掘试题背后所蕴含的价

值. 高考评价体系中也强调“经过素质教育的培养,

学习者应当能够从多个视角观察、思考同一个问

题;能够灵活地、创造性地运用不同方法,发散地、
逆向地解决问题”. 由此可见,多视角探究问题既是

考试评价要求也是培养学生发散性思维和创新精

神的重要途径. 基于此,笔者认为在数学解题教学

中应充分发扬试题的辐射作用,鼓励学生从不同层

次对问题展开探究,寻找不同的解题方法,从“就题

论题”上升到“就题论法”,避免机械式的题海战术.
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思辨才能深度理解

———由一道选择题的解答谈函数对称性质及其应用

江西师范大学数学与统计学院　 (330022) 　 涂佳微∗

　 　 函数概念及性质是中学数学课程内容的一条

主线,而函数对称性在函数性质中占据重要地位,
其中函数自对称和互对称性的结论较多也较抽象,
是学生理解的一大难点. 本文从一道选择题的学生

解答出发,利用中点坐标公式,对函数对称性的相

关结论进行探析,以此促进学生对函数对称性本质

的理解.
1.引例

题目　 对于函数 y = f x( ),若满足 f x - 1( ) =
f 1 - x( ),则 y = f x( )的图像( 　 　 ).
A. 关于直线 x = 0 对称　 　 B. 关于直线 x = 1 对称

C. 关于直线 x = - 1 对称　 D. 以上结论都正确

解答:生 1 (换元法):令 t = x - 1,则 f t( ) =
f - t( ). 显然 f t( )为偶函数,所以 f t( )的对称轴为 t =
0,由 t = x - 1 可以知道,t = 0 时,有 x = 1,所以函数

关于 x = 1 对称. 故选 B.

生 2(换元法):令 t = x - 1,则 f x( ) = f t + 1( ),
由 f t( ) = f - t( ),知 f t( )为偶函数,f t( )的对称轴为

t = 0,所以 f t + 1( )的对称轴为 t = 0 - 1,因为 f x( ) =
f t + 1( ),所以 f x( )的对称轴就是 f t + 1( )的对称轴.
把 t = 0 - 1 中的 t 换成 x,得 x = - 1,所以函数关于

x = - 1 对称. 故选 C.
生 3(图像法):因为 f x - 1( ) = f 1 - x( ),所以从

f x( )的图像,可以想象出 f x( )的对称轴为 x =
x - 1( ) + 1 - x( )

2 = 0,故选 A.

生 4(特例法):令 f x( ) = 1,显然满足 f x - 1( ) =
f 1 - x( ),则 f x( ) = 1 的对称轴有无数条. 故选 D.

评析:这是一道典型的易错题,出现以上几种

常见的解法,其中生 3 的解法正确,利用了函数图像

的自对称性质,生 1 的错误出现在“由 t = x - 1 可以

知道,t = 0 时,有 x = 1,所以函数关于 x = 1 对称”,
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