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HPM视角下高三复数专题复习教学

210821 上海交通大学附属中学嘉定分校 钟 萍 耿 亮

200062 华东师范大学教师教育学院 纪妍琳

摘要：在高三复数概念与运算的专题复习课中，融入阿甘德与高斯复数的几何表示等复数史料，

从逻辑一历史一认知三个层面，重构式地融入复数的发展史，引导学生认识复数知识的源与流以及

复数与其他知识的联系．学生经历了从代数形式与几何意义两方面思考和研究问题的过程，既巩固

了对复数的基本概念与运算的掌握，又体会了复数的人文与美学价值，同时锻炼了分析、推理和运

算能力，提升了数学抽象、数学运算等核心素养．
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复数的概念与运算在高考试题中往往以基础题

出现，因此高三数学一轮复习中常见教学模式是简

单罗列知识加机械练习．这不仅淡化了复数的诞生

在人类文明发展史上的价值与意义，还会让学生怀

疑学习复数的必要性，高三复习时难免意趣阑珊．创

设怎样的情境能够消除学生的重复感?怎样合理选

取和排布数学问题，兼顾复数的基本知识和思想方

法?如何引导学生在自主探究数学问题中不孤立看

待复数从而有综合应用的意识?基于这个想法，笔

者在一轮复习复数的教学设计中，重构式融人复数

的数学史，增添学习兴趣，引领学生从数学文化和普

遍联系的视角重新认识复数．

1复数的历史及其运用

1．1复数的发展史

16世纪意大利数学家卡丹在研究著名的“分十

问题”时，在其著作《大术》中写下了5+~／一15和5

一~／一15这样的数，成为历史上第一个使用负数平

方根的人，但他并未完全理解和接受它们，称之为

“诡辩式的数”．复数产生的根本动因在于一元三次

方程求根公式的研究．16世纪意大利数学家邦贝利

对方程T3—15z+4进行研究时，发现它有三个实

数解4、一2±√3，但利用三次方程求根公式却得到

了含负数开平方形式的解，面对这一矛盾，他通过将

~／一1引入运算从而解决了矛盾，他的工作标志着
复数的产生．但复数并不是自其诞生就被接受的，数

学家们对虚数的探索不断深入，也一度伴随着怀疑

与否定．法国数学家笛卡尔在《几何学》中给出“虚

数”和“实数”两个术语，“虚数”意为“想象中的数”

(imaginary number)，欧拉取“imaginary”一词的词

头i来表示一1的平方根．历经了漫长而曲折的岁

月，瑞士的业余数学爱好者阿甘德等人对复数几何

表示的提出做出了重要贡献．阿甘德给出了如图1

所示的几何意义‘1I．

／＼
图1

有向线段0D。逆时针旋转两次90。能得到0D。

(一1)，因此逆时针旋转一次90。，得到的0R可以看

成是+1所表示的有向线段旋转90。而得到的i．

之后，德国数学家高斯完善了复数的几何表示，

并提出用平面上的点表示复数、定义了复平面，此

后，数学家哈密尔顿建立了更严密的代数理论：复数

口+6i本质是有序实数对(n，6)，并定义了四则运

算，即(d，6)±(c，d)=(n±c，6±d)，(口，6)·(f，d)

一c口c一6d，nd+＆，，慧若一(警丰鲁，笋{害)．到LC，d， ＼C。十口。 C。十口。，

19世纪后半叶，学术界对复数合理性的怀疑已基本

消失，复数的应用也愈加广泛，复数为处理代数、几

何和数论等数学分支以及其他学科领域的许多问题

提供了方向．

1．2复数史料的运用

课堂上，笔者采用了多种方式融人数学史．本课

中数学史的运用方式如表1所示．

首先，整体设计上，采用重构式，即借鉴复数的

发展史，从数系的扩充、复数的概念、复数几何意义

与代数形式到复数的运算，呈现知识自然发生过程，

促进学生对复数知识的源与流及概念本质的理解和

应用．其次，在教学过程中，讲述数学家发明复数的

曲折经历以及引用莱布尼茨的名言等均属于附加

式．再次，采用顺应式改编历史名题斐波那契命题，
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并应用复数知识解决该问题．复数的概念复习教学 象和数学运算等核心素养．

流程如图2所示Ⅲ． 教学重点：复数的概念与运算

表l

方式 具体表现

莱布尼茨的名言；卡丹、邦贝利、阿甘德、欧

附加式 拉、高斯对复数诞生与发展的贡献；《数理精

蕴》引文

顺应式 基于斐波那契命题编制数学问题

借鉴复数产生、几何意义产生到复数理论的

重构式 应用与发展的历史进程作为复数专题复习的

阶段划分

概念辨析
理解复数之本 ◆⋯’

深茬霎曩窆用◆⋯-深化复数之用’

虱2

知识回顾

⋯⋯●追寻复数之源

⋯一·实璺嚣雾兰助

2教学设计与实施

2．1教学分析

本节课是高三数学一轮复习中复数概念与运算

的复习课，授课对象为已经复习了函数、数列和平面

向量等内容的高三学生．从课前的前测卷答题情况

分析，尽管他们已经在高二学习了复数的概念与运

算、实系数一元二次方程的根等知识，但知识遗忘率

很高，对复数诞生与发展的历史不甚了解，对复数概

念的理解不透彻．为了充分发挥高三概念复习课的

作用，笔者基于HPM的视角设计了这节课，在教学

内容的选择上既注重系统复习复数本体知识，又渗

透复数与平面几何、解析几何、向量等高中数学其他

知识的联系，并能应用复数知识解决一些相关的问

题．基于以上分析，明确本节课的教学目标和教学重

难点．

教学目标：

(1)理解和掌握复数的概念，复数四则运算、复

数的模与共轭复数的运算性质；

(2)通过自主学习、交流讨论，掌握复数的代数

形式与其几何意义的相互转化并能解决相关的数学

问题；

(3)从数学文化的视角理解复数概念，从知识普

遍联系的视角研究数学问题。培养直观想象、数学抽

教学难点：复数的代数形式与几何意义的转化

与应用．

2．2教学过程

2．2．1知识回顾，追寻复数之源

师：万物皆数，数的重要性不言而喻，同学们对

数系的扩充有什么认识和体会?

生1：最开始我学习了自然数，然后接触了负

数，发现一个小的数减去一个大的数就不再是正数，

再比如，生活中亏损现象、气温在零下等现象需要负

数来表示．后面又学习了分数、有理数、无理数和实

数，再后来又学习了复数．

师：请问从实数到复数的扩充，你对什么印象最

深刻?

生1：古人为了解决三次方程发现了虚数单

位——“i，，'用来解决一1的平方根问题．

师：看来同学们对为什么学复数还是有一定的

了解的，为了让大家能更深入理解i的意义，请大家

观看视频并思考复数概念的几何意义．(观看阿甘德

对复数虚数单位的诠释视频约5分钟，形象理解复

数的几何意义，褪去i的神秘面纱．)

师生互动：通过视频我们了解到阿甘德极富创

造力地解释了虚数单位的形的意义，但~／一1这个

符号显然跟之前负数不能开偶次方根冲突，数系扩

充时要有相容性，因此欧拉用符号i来表示一1的平

方根．直观来看，一个非零实数乘以i就离开了实数

轴，构成了一类新的虚数，即从一维数轴上的数扩充

为二维复平面上的数．

师：我统计分析了前测卷

中同学们的答题情况，还是有

些“迷思”现象，同学们对复数

概念的理解还不够透彻．高斯

指出，如果不只是将1、一1、i

称为正、负和虚单位，还看成

直、反、侧单位，那么人们对复

数或许就不会产生种种阴暗

．}?

6 ⋯⋯。aZ：n+6i

7＼
／ 。

0 Ⅱ 工

图3

神秘的印象．可见几何表示不仅使人们接受了虚数。

且对它产生了全新的看法，如图3，为复数的代数形

式与几何意义的示意图．

师：同学们能否根据复数的几何意义对复数进

行分类?

生2：可以根据复数对应的点在复平面上的位

置，对复数进行分类，如图4所示．

』6=O，实数：点在实轴上

⋯捌∽ae R){川撒』”臻然嚣在虚轴上
l Ld≠0。非纯虚数：复平面内不在实轴、
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师：到19世纪中叶，哈密尔顿指出口+6i(n，6∈

R)中加号的使用只是历史的偶然，6i并不能被加到

n上去，而应看成有序数对(n，6)，并证明了复数满

足四则运算法则(PPT呈现)．

设计意图：从数学文化的视角适切融人数学史，

介绍复数的诞生与发展的历史进程——图形表示、

实际应用到严密的数学理论．知识复习的过程隐含

着复数的历史发展进程，通过前测卷学生的回答情

况了解学情，紧扣概念理解的难点——对i的认识，

融人阿甘德的旋转解释，结合复数代数形式与几何

意义揭示其概念本质，认识复数知识的源与流．

2．2．2概念辨析，理解复数之本

师：为了进一步加强对复数概念的理解，请同学

们辨析以下问题．

例1 判断下列命题的真假，并简述理由：①若

z1 2+22 2一o，则z1=o且z2=o；②I z 2=22；③若
21一娩>o，则z1>z2；④若I 2 l<口(口>o)，则一n<
z<口．

生3：①不对，如zl=1，z2一i，z1 2+z2 2=1十i2

=O．

生4：②不对，如z=i，I zI 2=1，≯=一1不相等．
师：实数集内成立的命题在复数集内未必成立，

我们判断正误的关键点是什么?

生5：复数集内一个数的平方不一定是非负数，

』zI 2只是复数模的平方，z2还有方向的旋转，我们
要注意复数是一个有序数对，要充分考虑它的几何

意义．

生6：③不对，如z1—1+i，z2一i，2l一22—1>

0，但1+i和i无法比较大小．

师：为什么虚数不能比较大小?

师生互动：复数集内不能定义一个序关系使得

它与加法和乘法相容，不能定义一个全序关系使得

复数是一个有序域，有序域F的定义是，对任意口，

6，c∈F，满足下面条件，(i)有口>6、口<6或盘=6

三者恰有一个成立(三分性)；(ii)若口>6，6>c，则

口>c(传递性)；(Ⅲ)若n<6，则口+c<6+c(加法保

序性)；(iv)若n<6且c>o，则口c<6c(乘法保序

性)．显然i≠0，假设i>O，则i·i>O·i净一1>O，假

设i<O，则一i>0≥(一i)(一i)>0·(一i)净一1>

o，不符合条件(iV)．故虚数之间不能比较大小．

生7：④不对，如z—i，J z J=1<2，但i与±2之
间不能比较大小．

师：J zI<口(口>o)的几何意义是什么?能否从
“形”的角度来分析这个命题?

生8：这个不等式的几何意义是复数z的模小

于正数n，复数z对应点的轨迹为以原点为圆心、以

正数n为半径的圆内的点构成的集合，不只是实轴

上介于一口到n的数．

设计意图：例1的探究过程没有局限于知识的

回顾，并非将学过的内容简单重复一遍，而是力争突

破新学阶段书本知识的局限．通过①、②的辨析，学

生意识到数系扩充后命题的真假要与实数严格区

分，分析③时没有只是简单规定复数不能比较大小，

而是深层次探讨复数概念的本质，分析②、④时启发

学生从形的角度分析复数问题，强调了复数的几何

意义．

2．2．3问题解决，实现能力之助
～_J—O

例2 已知兰兰为纯虚数，(1)求复数优的模
”I 乙

长；(2)若2=m+i，求复数2对应点的轨迹．

(1)生1：设m=n+6i(口，6∈R，m≠±2)，则

口+6i+2 口2—4+62—46i

口+6i一2 (口一2)2+62
为纯虚数，则有

{：2点6224，故ImI一2且m≠±2．
师：这是思考复数问题的常规方法，通过复数除

法运算化简，再结合纯虚数的概念得到复数m的模

长．同学们还有别的计算方法吗?

生2：署笺为纯虚数，则筹鬟+署笺=o，则m一厶 m一二 m—Z

错一o，故J m I一2且m≠±2．
师：这里的代换很巧妙，充分运用了共轭复数的

运算性质，避开了繁难的运算．

生3：丝兰为纯虚数，设丝兰一是i，忌∈R，志≠o，
，竹——Z 优一Z

于是优+2一是i(m一2)净m一二攀：>I m I一2．
1戡I铂恻观
师：从纯虚数概念出发，结合复数模的运算得到

结论，切入点很好．

(2)生1：设z=z+yi(T，y∈R，y≠1)，则优一T

+(y一1)i，由(1)得z2+(y一1)2—4，y≠1，复数2

对应点的轨迹是以(O，1)为圆心，以2为半径的圆

(去掉两点(土2，1))．

师：将复数方程转换为普通方程，进而确定动点

的轨迹是常规方法．

生2：{iiI芝净l 2一il一2，可得复数z对应
点的轨迹是以(o，1)为圆心、以2为半径的圆(去掉

两点(±2，1))．

师：这里的代人法很好!利用两个复数差的模

的几何意义直接确定动点轨迹．可见通过复数方程，

我们也可以刻画动点的轨迹．请大家思考以下问题．

例3设z。，娩∈C，实数n、c都大于o，若I 2。一锄f

一2c，且复数z满足I z—z。I+I z一勉I一2口，则在复平
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面内复数z对应的点的轨迹是什么曲线?

师生互动：设复数z。，z。对应的点为F。，F：，复

数z对应的点为P，依题意，l PF。I+I PF：I=2n>

o，I F1 F2 l=2c>o，(1)当c>口时，动点P不存在；
(2)当c=口时，动点P的轨迹为线段F，F2；(3)当c

<n时，动点P是轨迹为F，、F。为焦点，以2口为长

轴长的椭圆．

师：平面几何中其他的动点轨迹怎样用复数形

式表示?请同学们类比以上讨论，课后拓展思考．

设计意图：例2的一题多解、例3的分类讨论，

充分体现并强调了数形结合思想对于研究复数问题

的重要性．历史上直到复数几何意义的出现，数学家

才真正理解复数，复平面的建立有助于复数理论的

完善，而代数运算理论又促进了其几何意义的发展．

因此，教学中体现复数代数表征与几何意义的相辅

相成，这对深度理解复数概念与运算有重要意义，同

时有助于培养学生直观想象和逻辑推理能力．

2．2．4拓展探究，深化复数之用

师：19世纪后半叶，复数不仅为人们广泛接受，

数学家们还研究出复数域，它拥有实数所不具备的

对称性和完备性而被称为完美，复数在诸如代数、分

析、几何、数论领域都扮演了重要角色．下面请同学

们尝试运用复数知识解决以下问题．

例4 已知z。，z：，z。是以原点为圆心的单位圆

上的三个点对应的三个复数，z。+z。+‰=0，证明：

z。，2。和‰对应的点是等边三角形的三个顶点．

生1：设z。，z。和2。对应的点分别为A，B和

C，由zl+z2+z。=0可知，△ABC的重心为原点，

而其外心也是原点，故△ABC为等边三角形．

例5求证斐波那契命题：对于任意不同的口，

6，c，d∈N’，至少存在两组数A，B∈N+，使得(口2+

62)(c2+d2)=A2+B2．

师生互动：实际上，斐波那契恒等式体现了复数

方程l z1 2·J z2 2=I z1·z2 2=I z1·z2 2．下面
我们给出证明，取两个复数z，=口+6i，2：=c+di，

(口，6，c，d∈N’)，贝0显然l 21 2·l 22 2一(n2+6P)·

(c2+扩)，又 21
· z2一(口+6i)(c+di)一

(口c一6d)+(口d+6c)i，从而， zl·z2 2一

(口c一6d)2+(口d+6c)2一Al 2+B1 2，其中A1一

I口c一磁l，B1一口d+6c．同理，I z1·z2 2一

zl·z2 2=I口c+6d 2+I 6c一口d 2一A2 2+B2 2，其
中A：一口c+6d，B：一1缸一口d I．同学们可以课下证

明这两组数是不同的．

设计意图：例3、例4、例5引导学生体会复数与

其他知识的普遍联系和复数的应用价值，强化了学

生运用复数的代数形式和几何意义解决问题的思维

习惯．将复数知识的逻辑、历史和学生的认知结合起

来，展开全方位、深层次的探讨，使得学生的认识和

理解都能达到新的高度，同时也锻炼和提高了学生

的数学抽象、直观想象和数学运算等核心素养．

2．2．5归纳总结，感悟复数之魅

师：今天的这节复数复习课，大家有什么收获?

生1：巩固了复数的概念、运算，并结合复数的

几何意义解题．

师：什么内容印象最为深刻?解题中有什么新

的启发?

生2：印象最深刻的是阿甘德对虚数单位i的几

何解释．解决复数问题可以从代数形式与几何意义

两个方面分析求解，一个代数或者几何问题可以借

助于复数这个工具来解决．

师：复数不仅在数学学科上有重要的应用价值，

在其他学科领域也发挥着重要的作用，比如目前物

理学的研究成果，复数是时空的数量关系，具体到电

工学中复数表示交流电，虚数代表虚功；又如1772

年，法国数学家达朗贝尔将复变函数理论应用于流

体动力学；再如1772年，瑞士数学家兰伯特将复变

函数理论应用于地图制作，他的二次投影理论也在

航空与军事上起到重要作用．

3教学反思与展望

在综合性较强的高三复习课中融人复数发展史，

能以相对完整和合理的方式呈现复数知识的发展历

程，帮助学生理解复数并以广阔的视野认识复数，展

现数学知识的魅力，增强复习课的趣味性，学生的直

观想象、数学运算、数学抽象等学科素养在教学中得
到了训练与培养，反映在后测试卷上可以看出学生对

复数概念和知识的理解有很大程度的提升．

当然，有几位学生认为这节复习课讲得过深，中

间例题的分析节奏有点快，最后一道例题理解起来

有点吃力，但他们同时表示课堂内容非常充实，课后

继续加强理解收获会很大．可见复习课教学目标的

制定、内容的选择也要基于学生学情，讲解的深入程

度还需要根据学生的水平进行调整．
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