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在
“

立体几何中的折叠问题
”
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摘 要 ： 本文通过一 节
“

立 体 几何 中 的 折 叠 问 题
”

的探 究 复 习 课 ， 探 索 高 三 复 习 课 的 教 学 方 式 ， 用 问 题 引

导启 发 学 生 思考 、 探 索 、 解 决数 学 问 题 ，
既提 高 学 生 的 解题能 力 ，

又发展 学 生 的 核 心 素 养 ．

关键词 ： 高 三 复 习 课 ；

立 体几何折 叠 问 题 ；
数 学核心 素养

一

、 问 题提 出

知识 的学 习 是螺旋上升 的 ， 高三学生 已 经学过

了 高 中数学 的所有知识 ， 对 问题 的分析 和思 考更深

人 ， 这为高三课堂可 以花更多 的 时 间在 问题 的探索 、

解决 、综合提升等更高层次的思维活动奠定 了基础 ．

在高三复习 备考 中 ， 刷题讲题常成为课堂教学 的 主

流 ， 而培养学生解决 问题 的 能力 及发展其核心 素养

常常被忽略 ． 本文探索一类高三复 习课的教学方式 ，

用 问题引导启 发学生思 考 、 探索 、 解决数学 问题 ， 既

提高学生 的解题能力 ， 又发展学生 的核心 素养 ， 培养

学生 的学习 能力 ．

二 、课例 设计构想

在高 中数学课程 中 ， 立体几何在发展学生 的直

观想象与逻辑推理等数学核心素养方面发挥着不可

替代 的作用 ． 在高一高二 的立体几何学习 中 ， 主要学

习 的是空 间 图形具有什 么 特征 ， 图形位置关系 具有

的性质和判定方法等基础 知识 ， 而对于立体几何 中

研究什么 、 研究 的基本路径是什么 、 研究 的基本方法

是什么 、 解决立体几何 问题 的基本思 路是什 么 等立

体几何 的基本 问题关注得不多 ， 而这些才是真正提

升学生发现 问题 、解决 问题 的能力 ， 发展核心素养 的

重要方面 ［
１
］

．

立体几何 的折叠 问题是一个非常好 的 载体 ， 它

既是学生触手可及 的 、 可 直观感知也可操作确认 的

几何模型 ， 又有多变 的位置关系 ， 并且这类 问题也是

高考 中 常见 的数学情境 ， 学生对这类 问题 的研究 的

不足之处是难 以把握 图 形变化 中 的本质 ． 笔者设计

了
一 节课 ， 让学生 经历对折叠模 型

“

直 观感 知 （识

图 ） 操作确认 （ 画 图 ） 度量计算 （算 图 ）

思辨论证 （证 图 ）

”
［
１
］

的 探索过程 ， 从 中 体会研究立

体图形 的基本思路和方法 ， 从而逐步学会解决与立

体图形有关 的 问题 ， 发展直观想象和逻辑推理 的数

学核心 素养 ．

三 、教学 实践

师 ： 在高三 的 复 习 中 ， 我们不能一 味地刷题 ， 还

要停下来思考研究 问题 ， 通过探究 问题 ， 抓住其本质

规律 ， 才能更好地达成
“

学 以致用
” “

举一反三
”

的效

果 ． 在高考 中 ， 常常在平面 图形折叠成几何体的情境

里设计立体几何 问题 ， 今天 我 们 就来研究 这 一类

问题 ．

１ ． 直观感知 ， 认识规律

问题 １将 四边形 ＡＢＣＤ （ 图 １ ） 沿着 ＡＣ 折起

（学生拿 出
一张 Ａ ４ 纸进行折叠感知 ） ， 使 ＡＡＤＣ 折

至 ＡＡＰＣ 的位置 ， 如 图 ２ 、 图 ３
， 你能说 出 图 形折叠

过程 中 的变化量及不变量吗 ？

设计 意 图折叠 问题 的难点是 图形 的动态变

化 ， 为 了 突破难点 ， 课堂 中让学生直观感知 图 形 ， 从

问题模型 的生成 出 发 ， 用 问题启 发学生思考其本质

规律 ．

教师总结提炼学生 的 回答 ， 指 出 要点 ．

折叠过程 中 的不变量 ：

“

折叠面
”

（ 即折痕两侧 的

平面 ） 内 部 三 角 形 的 边 角 关 系 不 变 ， 如 图 １ 中 的

ＡＡＢ Ｃ 及 ＡＡＤＣ ． 其 中不变量 中 的垂直关系 常常是

证明 线面垂直和面面垂直 的重要线索 ， 如 图 １ 中 有

Ｚ Ｂ＝９ ０

°

，ＺＤ＝９ ０

°

， 则 折叠 后 （ 图 ２ 、 图 ３ ） 有

ＺＡＢ Ｃ＝９ ０

°

， ＺＡＰＣ＝９ ０

°

．

折叠过程 中变化 的量 ： 两个
“

折叠面
”

的位置关

系发生变化 ． 体现在 ： （ １ ） 二面 角 的变化 ；
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⑵ 两点 的距离 ．

２ ． 操作确认 ，
理解规律

追 问 ： 刚才的折叠 图形确定下来 了 吗 ？

师 ： 是否
“

确定
”

， 在于是否有对
“

折叠程度
”

的

描述 ， 有 些 问 题 可 能 通 过 描 述 折 叠 后 二 面 角

的大小或者 Ｂ 、 ＿Ｐ 两点 的距离来刻 画 ， 也有

些 问题并没有确定
“

折叠程度

问 题 ２能否用 图形 中 的
一个面来描述

“

折叠
”

的动态过程 ？你能用它来描述折叠 中 的
“

折叠程度
”

吗 ？这个面 中 ， 哪些位置关 系 是不变 的 ？ 哪些位置关

系是变化 的 ？

设计意 图通过 问题 ２ 的提 问 ， 推动学生对 问

题进行
“

定量
”

描述 ． 这个过程离不开 围 绕 问题 １ 提

出 的
“

不变量
”

与
“

动态变化量
”

的描述 ．

师 ：请同学们在平面 图形 ＡＳ ＣＤ 中作
“

折痕
”

ＡＣ

的垂线 ＤＦ
， 其 中 ＤＦ 交 ＡＣ 于 Ｈ ， 折叠后 ， 你还能在

它 的直观 图 中 找 出 这两条线 吗 ？ 请把 它 画 出 来 （ 图

■

４ 、 图５ 、 图６ ） ．

观察图 ４ 至 图 ５ 的折叠过程 ，

“

折痕
”

ＡＣ 与平面

ＰＨＦ 的关系 如何 ？

总结学生 的观察结果 ， 在平面 图 形 ４ 中 ，
ＡＣ 丄

ＤＦ
， 将 Ａ Ｉ２Ａ Ｃ 沿着 ＡＣ 折成 ＡＰＡ Ｃ 时 ， 直线 ＤＦ 本

是平面 图形 中 的一条线 ， 通过折叠变成两条线 ＰＨ
，

（

—条变两条 ）
；

ＡＣ 丄 ＤＦ 变成 了 
ＡＣ 丄 ＿ＰＨ

，
ＡＣ

丄 ， 则 ＡＣ 丄 面 ＰＨＦ
， 所 以 ， 面 ＰＨＦ 是二面 角

Ｐ Ａ Ｃ Ｂ 的垂面 ， 是二面 角 Ｐ ＡＣ Ｂ 的平 面

角 ． 于是 ， 无论折叠到什 么 程度 ， 折叠过程 中 的不变

量有 ： （ １ＭＣ 丄 面 ＿ＰＨＦ
；
（ ２ ） ＿Ｐ 在底 面 ＡＢＣ 上 的投

影 〇 —定在射线 幵尸 上 ．

折 叠 过 程 中 变 化 的 量 是 二 面 角

的平面角 ． 可用它来描述折叠过程 中 的
“

折

叠程度

追 问 ： 解决折叠 问题的关键是什么 ？

（ １ ） 理清折叠 （动态变化 ） 过程 中 的不变量 （特

别是不变量 中 的垂直关系 ） ， 以及对描述
“

折叠程度
”

的条件 的挖掘 ；

（ ２ ） 注意联系折叠前后平面 图形 与立体 图 形 间

的边角关系 ， 把空 间 问题转化成平面 问题 ；

（ ３ ） 画垂直于
“

折线
”

的垂面 ， 常 常用 它来
“

定

量
”

描述折叠状态 ．

３ ． 推理论证 ， 度量计算 （ 解题过程 略 写 ）

类型
一

： 关注
“

不变量

题 １（多选题 ） 如 图 ７
， 在边长 为 ２ 的 正方形

ＡＢＣＤ 中 ， 点 ￡ 是 的 中点 ， 点 Ｆ 是 ＢＣ 的 中点 ， 点

Ｍ 是 ＡＤ 上 的动点 ． 将 Ａ 、 ＡＤＣＦ 分别沿 、

ＤＦ 折起 ， 使 Ａ 、 Ｃ 两点重合于 Ｐ
， 连接 ，

ＰＢ ． 下列

说法正确 的是 （ ） ？

Ａ ．ＴＯ丄
ＥＦ

Ｂ ． 若把 ＡＥＢＦ 沿着 ＥＦ 继续折起 ， 则 Ｂ 与 Ｐ 恰

好重合

Ｃ ． 无论Ｍ在哪里 ， 不可能与平面 ＥＦＭ 平行

Ｄ ． 三棱锥 Ｐ ＤＥＦ 的外接球表面积为 ６ ；ｒ

答案 ：
ＡＢＤ ． （根据 图 ８ 推理论证 ）

设计意 图 ： 关注 图 形 中 的不变量 ， 发挥直观想

象 ， 改变 图形 的摆放角 度 ， 问题迎刃 而解 ．

类型二 ：

“

折 叠程度
”

确定 ．

题 ２如 图 ９
， 已 知边长为 ４ 的正方形 ＡＢＣＤ

，
￡

是 ＡＢ 的 中点 ， 将 ＡＡＤＥ 沿 折起至 ＡＰＤＥ
， 若

ＡＰＣＤ 为 正 三 角 形 ， 则 二 面 角 Ｐ ＣＤ Ｂ 的 大 小

是 ．

答案 ：
３ ０

°

． （ 教师引 导学生作 图 １ ０
， 然后解答 ）

设计意 图 ： 抓住核心 特点
“

折叠程度
”

及
“

折叠
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中 的不变量
”

， 作 出 辅助线 ， 解决 问题 ．

类型三 ：

“

折叠 程度
”

不确定 ．

题 ３（多选 ） 已 知 菱形 ＡＢＣＤ 中 ，

＝

６ ０

°

，
ＡＣ 与 相交于点 Ｏ ． 将 沿 折起 ，

使顶点 Ａ 至点 Ｐ
， 在折起 的过程 中 ， 下列结论正确 的

是 （ ） ？

Ａ ．Ｍ３丄ＣＰ

Ｂ ． 存在一个位置 ， 使 Ａ ＣＤＰ 为等边三角 形

Ｃ ． ＤＰ 与 ＢＣ 不可能垂直

Ｄ ． 直线 ＤＰ 与 平 面 ＢＣＤ 所 成 的 角 的 最大值

为 ６ ０

。

答案 ：
ＡＢＤ ．

设计意 图 ： 当
“

折叠程度
”

不确定 时 ， 折叠是一

个动态过程 ， 抓住不变量来解决 问题 ．

４ ． 思辨论证 ， 考题练兵

类型 四 ： 高考 中 的折 叠 问题

题 ４（ ２ ０ １ ８ 年全 国 Ｉ 卷理科 ） 如 图 １ １
， 四边形

ＡＢ ＣＤ 为正方形 ，
￡

，
Ｆ 分别 为 的 中 点 ， 以

ＧＦ 为折痕把 ＡＤＦＣ 折起 ， 使点 Ｃ 到达点 Ｐ 的位置 ，

且 丄

（ １ ） 证 明 ： 平面 ＰＥＦ 丄 平面 ＡＢＦＤ
 ；

（ ２ ） 求 ＤＰ 与平面 所成角 的正弦值 ．

师 ； 同学们 ， 拿到 问题首先我们关心什么 ？

生 ：

“

折叠程度
”

及 图形 中 的不变量 ．

师 ： 有没有给 出 对
“

折叠程度
”

的描述 ？

生 ：
＿ＰＦ丄

师 ： 大 家 想 想 ， 此 时 平 面 ＰＧＦ 是 否 与 底 面

垂直 ？

（帮助学生认识 图形 ， 生讨论 ）

师 ： 如果平面 ＰＤＦ 不与底 面 ＡＢＦＤ 垂直 ， 那 Ｐ

在底 面 的投影会落在哪里 ？

（生讨论 ）

师 ：请大家思考 ， 分析 ， 想象折叠后 的 图形 ， 组织

好你 的思路 ， 进行论证 ．

追 问 ：若没有第 （ １ ） 问构造 的面 ＰＥＦ
， 你能算 出

第 （ ２ ） 问 吗 ？

如 图 １ ２
， 作 ＯＧ 丄 ＤＦ 交 ＤＦ 于 Ｈ ， 交 ＡＢ 于 Ｇ

，

因 为 丄 ＤＦ
，
ＨＧ 丄 ＤＦ

， 所 以 ＨＰ 丄 ＤＦ
， 所 以

ＤＦ 丄 面 ＰＧＨ
， 从而面 ＡＢＦＤ 丄 面 ＰＧＨ ． 又 因 为

ＰＯ 丄 面 ＡＢＣＤ
， 所 以 Ｏ 在直线 ＣＧ 上 ， 则 用底 面

ＡＢＣＤ 的平面 图形可算得 ．

５ ． 课堂小 结 与作 业 （ 略 ）

四 、 教学反思

１ ． 重视识 图 与作 图 能 力 ， 发展直观想象素养 ．

课程标 准 中 对
“

直 观想 象
”

素 养 的要 求 （水平

二 ） 指 出 ：

“

能够在关联 的 情境 中 ， 想象并构建相应

的几何 图形 ， 能够借助 图形提 出数学 问题 ， 发现 图形

与 图形 ， 图形与数量 的关系 ， 探索 图形 的运动规律

作 图是立体几何学 习 的
“

第一大事
”

［
３
］

， 平面几何 图

形是很好画 的 ， 长度和 角 度都是
“

准确 的
”

， 而立体 图

形 的直观图 ， 由 于是在二维平面上作三维 图形 ， 其线

段长度和角 的大小都会 因 此有所
“

偏差
”

， 如何识 图

和作 图 ， 是学生学会如何有效应用所学 的平面几何

知识去理解空 间 的本质 的重要途径 ． 在立体几何教

学 中 ， 教师应尽量少给甚至不给几何 图形直观图 ， 重

视让学生
“

重现
”

图形 的能力 ， 例如题 １
， 往往学生把

图 画好 了 ， 题 目 也就做 出 来 了 ， 相反 ， 如 果老师直接

给 了 图 ， 切断 了 学生从平面 图 形 到立体 图 形 的 思 考

过程 ， 反而做不好 ．

２ ． 空 间 图 形 问 题转化 为 平 面 图 形 ，
是解决 空 间

图 形 问 题 的 重要思想方法 ．

立体几何初步 的教学重点是帮 助学生逐步形成

空 间 的观念 ， 通过整体到局部 ， 具体到抽象等方式帮

助学生认识空 间几何体 的结构特征 ， 进一步掌握在

平面上表示空 间 图形 的方法和技能 ， 是相对于平面

几何更高 的思维活动 ． 把空 间 图 形 问题转化为平面

图形 ， 是解决空 间 图形 问题的重要思想方法 ． 在本课

例 中 ， 作 出折叠过程 中 的
“

垂面
”

来定量刻 画
“

折叠程

度
”

，如题 ４ 的追 问 ， 就是在启 发学生使用 和体会
“

平

面化
”

的思想方法 ． 在教学 中 ， 教师需反复引 导学生运

用
“

平面化
”

的方法帮助学生理解 图形 ，解决问题 ．

（ 下 转 第 ２ ２ 页 ）
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列 出 符合条件 的代数式 ．

（
二

） 梳理 总 结

教师引 导学生 回 顾本单元 的学 习 内 容 ， 回答下

列 冋题 ：

（ １ ） 函数零点 的常用探究方法有哪些 ？

（ ２ ） 对于一元二次方程根 的分 布 ， 常见 的解决

方法有哪些 ？

（ ３ ） 通过本节课 的学 习 ， 你对 函 数与方 程有 哪

些新 的认识 ？对于给 出
一个新的 函数 ， 如何研究这个

函数 的零点 ， 你有哪些体会 ？

设计意 图 ： 通过小结 ， 复 习巩 固本单元所学 的知

识 ， 加深对 函数与方程的理解 ． 通过对本单元研究过

程 的总结 ， 体会函数零点 的解决方法 ， 进一步体会研

究 函数与方程 的一般思路与方法 ．

（
三

） 布置作业 （ 略 ）

４ ． 结束语

单元教学是新课改给教师提 出 的
一个新 的课

题 ， 单元教学设计对于教师整体把握教学 目 标 、 整体

把握课程 内 容 、 整体实施教学步骤 以 及实施整体性

评价具有积极 的作用 ． 同 时 ， 单元教学有利 于学生对

知识 的整体性理解 ， 有 利 于学生学 习 方式 的改变 以

及有利 于学生核心素养 的养成 ． 在新课改 中 ， 关于单

元教学 ， 需要教师勇 于思考 ， 勇 于探索和实践 ．
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人民教育 出 版社 ，
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王 尚 志 ． 普通 高 中数学课程标 准 （ ２ ０ １ ７

年版 ） 解读 ［Ｍ ］ ． 北京 ： 高等教育 出 版社 ，
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］ 章建跃 ， 李增 沪 ． 普通高 中 教科书 （数学必修第

一册 ） ［Ｍ ］ ． 北京 ： 人民教育 出 版社 ，
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３ ． 重视几何语 言
“

实物模型 图 形 文字 符

号
”

的使用 ， 发展逻辑推理素养 ．

立体几何是发展学生 的逻辑推理素养 的重要载

体 ． 学生从折叠手上 的 Ａ ４ 纸 即
“

实物模型
”

到笔 下

画 出 的折叠 的直观 图 即
“

图 形语言
”

， 再到描述 图 形

折叠过程 中 的
“

不变量
”

与
“

变量
”

（文字语言或符号

语言 ） ， 这些几何语言能帮 助学生有逻辑地思考与表

达 ． 而在立体几何证 明题 中 的推理论证 ， 更是逻辑推

理素养 的更高表现 ， 也是高考考查 的重要能力之一 ，

教师应加强对论证过程 的规范 和 指导 ， 这也是高 三

复习课 的重要教学 目 标 ．

４ ． 让学 生 经历 图 形 的 研究过程 ，
提升解决 问 题

的能 力 ．

课程标准提 出 ， 学生应 当 通过高 中数学课程 的

学习 ， 获得进一步学 习 以 及未来发展所必须 的数学

基础知识 、 基本技能 、 基本 思 想 和 基本活动经验 （ 四

基 ） ， 提高从数学角 度发现 和提 出 问题 的 能力 、 分析

和解决 问题 的能力 （ 四能 ） ， 并发展其数学核心素养 ．

因此 ， 数学课不仅要使学生能学到具体的知识 ， 更能

在这一过程 中体会研究几何 图形性质 的一般思路和

方法 ， 学会
“

用数学 的思维思考世界
”

， 培养发现 问题

和提 出 问题 的 能力 ［
１
］

． 知识 的发生发展是螺旋上升

的 ， 高三 的复 习课更不能忽 略提高学生解决 问题能

力 的 目 标 ， 反而更应该
“

授之 以渔
”

， 加强研究 问题 的

一般步骤 的 引 导 ： 明 确研究对象 怎 么研究

提炼研究 的思想方法 ， 以获得真正 的学习 能力 ．
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