
 

2021 年浙江省高考数学试题 

一､选择题 

1. 设集合  1A x x  ，  1 2B x x    ，则 A B  （    ） 

A.  1x x    B.  1x x   C.  1 1x x    D.  1 2x x   

【答案】D 

【解析】 

【分析】由题意结合交集的定义可得结果. 

【详解】由交集的定义结合题意可得：  |1 2A B x x   . 

故选：D. 

2. 已知a R ，  1 3ai i i   ，(i 为虚数单位)，则a （    ） 

A. 1  B. 1 C. 3  D. 3 

【答案】C 

【解析】 

【分析】首先计算左侧的结果，然后结合复数相等的充分必要条件即可求得实数 a 的值. 

【详解】  1 ai i i a a i      ， 

利用复数相等的充分必要条件可得： 3, 3a a     . 

故选：C. 

3. 已知非零向量 , ,a b c
  

，则“a c b c  
   

”是“ a b
 

”的（    ） 

A. 充分不必要条件 B. 必要不充分条件 

C. 充分必要条件 D. 既不充分又不必要条件 

【答案】B 

【解析】 

【分析】考虑两者之间的推出关系后可得两者之间的条件关系. 

【详解】若a c b c  
   

，则   0a b c  
  

，推不出 a b
 

；若 a b
 

，则a c b c  
   

必成立， 

故“a c b c  
   

”是“ a b
 

”的必要不充分条件 

故选：B. 

4. 某几何体的三视图如图所示，则该几何体的体积是（    ） 



 

 

A. 
3

2
 B. 3 C. 

3 2

2
 D. 3 2  

【答案】A 

【解析】 

【分析】根据三视图可得如图所示的几何体，根据棱柱的体积公式可求其体积. 

【详解】几何体为如图所示的四棱柱 1 1 1 1ABCD A B C D ，其高为 1，底面为等腰梯形 ABCD， 

该等腰梯形的上底为 2，下底为2 2，腰长为 1，故梯形的高为
1 2

1
2 2

  ， 

故  1 1 1 1

1 2 3
2 2 2 1

2 2 2ABCD A B C DV        ， 

故选：A. 

 

5. 若实数 x，y 满足约束条件

1 0

0

2 3 1 0

x

x y

x y

 
  
   

，则
1

2
z x y  的最小值是（    ） 

A. 2  B. 
3

2
  C. 

1

2
  D. 

1

10
 

【答案】B 



 

【解析】 

【分析】画出满足条件的可行域，目标函数化为 2 2y x z  ，求出过可行域点，且斜率为2的直线在 y 轴

上截距的最大值即可. 

【详解】画出满足约束条件

1 0

0

2 3 1 0

x

x y

x y

 
  
   

的可行域， 

如下图所示： 

 

目标函数
1

2
z x y  化为 2 2y x z  ， 

由
1

2 3 1 0

x

x y

 
   

，解得
1

1

x

y

 
 

，设 ( 1,1)A  ， 

当直线 2 2y x z  过A点时， 

1

2
z x y  取得最小值为

3

2
 . 

故选：B. 

6. 如图已知正方体 1 1 1 1ABCD A B C D ，M，N 分别是 1A D， 1D B的中点，则（    ） 



 

 

A. 直线 1A D与直线 1D B垂直，直线 / /MN 平面 ABCD  

B. 直线 1A D与直线 1D B平行，直线MN 平面 1 1BDD B  

C. 直线 1A D与直线 1D B相交，直线 / /MN 平面 ABCD  

D. 直线 1A D与直线 1D B异面，直线MN 平面 1 1BDD B  

【答案】A 

【解析】 

【分析】由正方体间的垂直、平行关系，可证 1// ,MN AB A D 平面 1ABD ，即可得出结论. 

【详解】  

连 1AD ，在正方体 1 1 1 1ABCD A B C D 中， 

M 是 1A D的中点，所以M 为 1AD 中点， 

又 N 是 1D B的中点，所以 //MN AB， 

MN 平面 ,ABCD AB 平面 ABCD， 

所以 //MN 平面 ABCD . 

因为 AB 不垂直 BD，所以MN 不垂直 BD  

则MN 不垂直平面 1 1BDD B ，所以选项 B,D 不正确； 



 

在正方体 1 1 1 1ABCD A B C D 中， 1 1AD A D ， 

AB 平面 1 1AA D D，所以 1AB A D ， 

1AD AB A  ，所以 1A D 平面 1ABD ， 

1D B 平面 1ABD ，所以 1 1A D D B ， 

且直线 1 1,A D D B 是异面直线， 

所以选项 B错误，选项 A 正确. 

故选：A. 

【点睛】关键点点睛：熟练掌握正方体中的垂直、平行关系是解题的关键，如两条棱平行或垂直，同一个

面对角线互相垂直，正方体的对角线与面的对角线是相交但不垂直或异面垂直关系. 

7. 已知函数
2 1

( ) , ( ) sin
4

f x x g x x   ，则图象为如图的函数可能是（    ） 

 

A. 
1

( ) ( )
4

y f x g x    B. 
1

( ) ( )
4

y f x g x    

C. ( ) ( )y f x g x  D. 
( )

( )

g x
y

f x
  

【答案】D 

【解析】 

【分析】由函数的奇偶性可排除 A、B，结合导数判断函数的单调性可判断 C，即可得解. 

【详解】对于 A，     21
sin

4
y f x g x x x     ，该函数为非奇非偶函数，与函数图象不符，排除 A； 

对于 B，     21
sin

4
y f x g x x x     ，该函数为非奇非偶函数，与函数图象不符，排除 B； 

对于 C，     2 1
sin

4
y f x g x x x    

 
，则

2 1
2 sin cos

4
y x x x x     

 
， 

当
4

x


 时，

22 1 2
0

2 2 16 4 2
y

  
       

 
，与图象不符，排除 C. 

故选：D. 



 

8. 已知 , ,   是互不相同的锐角，则在 sin cos ,sin cos ,sin cos     三个值中，大于
1

2
的个数的最

大值是（    ） 

A. 0 B. 1 C. 2 D. 3 

【答案】C 

【解析】 

【分析】利用基本不等式或排序不等式得
3

sin cos sin cos sin cos
2

        ，从而可判断三个代数

式不可能均大于
1

2
，再结合特例可得三式中大于

1

2
的个数的最大值. 

【详解】法 1：由基本不等式有
2 2sin cos

sin cos
2

   
 ， 

同理
2 2sin cos

sin cos
2

   
 ，

2 2sin cos
sin cos

2

   
 ， 

故
3

sin cos sin cos sin cos
2

        ， 

故 sin cos ,sin cos ,sin cos     不可能均大于
1

2
. 

取
6

  ，
3

  ，
4

  ， 

则
1 1 6 1 6 1

sin cos ,sin cos ,sin cos
4 2 4 2 4 2

           ， 

故三式中大于
1

2
的个数的最大值为 2， 

故选：C. 

法 2：不妨设    ，则 cos cos cos ,sin sin sin         ， 

由排列不等式可得： 

sin cos sin cos sin cos sin cos sin cos sin cos                ， 

而   1 3
sin cos sin cos sin cos sin sin 2

2 2
              ， 

故 sin cos ,sin cos ,sin cos     不可能均大于
1

2
. 

取
6

  ，
3

  ，
4

  ， 

则
1 1 6 1 6 1

sin cos ,sin cos ,sin cos
4 2 4 2 4 2

           ， 



 

故三式中大于
1

2
的个数的最大值为 2， 

故选：C. 

【点睛】思路分析：代数式的大小问题，可根据代数式的积的特征选择用基本不等式或拍雪进行放缩，注

意根据三角变换的公式特征选择放缩的方向. 

9. 已知 , R, 0a b ab  ，函数   2 R( )f x ax b x   .若 ( ), ( ), ( )f s t f s f s t  成等比数列，则平面上

点  ,s t 的轨迹是（    ） 

A. 直线和圆 B. 直线和椭圆 C. 直线和双曲线 D. 直线和抛物线 

【答案】C 

【解析】 

【分析】首先利用等比数列得到等式，然后对所得的等式进行恒等变形即可确定其轨迹方程. 

【详解】由题意得 2( ) ( ) [ ( )]f s t f s t f s   ，即  22 2 2( ) ( )a s t b a s t b as b            ， 

对其进行整理变形： 

    22 2 2 2 22 2as at ast b as at ast b as b        ， 

   2 22 2 2 2(2 ) 0as at b ast as b      ， 

 2 2 2 2 2 22 2 4 0as at b at a s t    ， 

2 2 2 2 4 22 2 0a s t a t abt    ， 

所以 2 22 2 0as at b    或 0t  ， 

其中

2 2

1
2

s t
b b
a a

 
为双曲线， 0t  为直线. 

故选：C. 

【点睛】关键点点睛：本题考查轨迹方程，关键之处在于由题意对所得的等式进行恒等变形，提现了核心

素养中的逻辑推理素养和数学运算素养，属于中等题. 

10. 已知数列 na 满足  1 11, N
1

n
n

n

a
a a n

a


  
 .记数列 na 的前 n 项和为 nS ，则（    ） 

A. 100 3
2

1
S   B. 1003 4S   C. 100

9
4

2
S   D. 100

9
5

2
S   

【答案】A 



 

【解析】 

【分析】显然可知， 100

1

2
S  ，利用倒数法得到

2

1

1 1 1 1 1 1

2 4n n n n
a a a a

 
      

 
，再放缩可得

1

1 1 1

2
n na a

  ，由累加法可得 2

4

( 1)na
n




，进而由 1
1

n
n

n

a
a

a
 


局部放缩可得

1 1

3
n

n

a n

a n
 



，然后

利用累乘法求得
6

( 1)( 2)na
n n


 

，最后根据裂项相消法即可得到 100 3S  ，从而得解． 

【详解】因为  1 11, N
1

n
n

n

a
a a n

a


  
 ，所以 0na  ， 100

1

2
S  ． 

由

2

1
1

1 1 1 1 1 1

2 41
n

n
n nn n n

a
a

a aa a a




 
          

 

2

1 1

1 1 1 1 1 1

2 2n n n n
a a a a 

 
       

 
，即

1

1 1 1

2
n na a

   

根据累加法可得，
1 1 1

1
2 2

n

n n

a

 
   ，当且仅当 1n  时取等号，

12

4 1
2( 1) 31 1
1

n n
n n n

n

a a n
a a a

n na
n




     
  


 

1 1 6

3 ( 1)( 2)
n

n
n

a n
a

a n n n
 

   
  

，当且仅当 1n  时取等号， 

所以 100

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
6 6 3

2 3 3 4 4 5 101 102 2 102
S

                 
   

 ，即 100 3
2

1
S  ． 

故选：A． 

【点睛】本题解题关键是通过倒数法先找到 1,n na a  的不等关系，再由累加法可求得 2

4

( 1)na
n




，由

题目条件可知要证 100S 小于某数，从而通过局部放缩得到 1, nna a  的不等关系，改变不等式的方向得到

6

( 1)( 2)na
n n


 

，最后由裂项相消法求得 100 3S  ． 

二､填空题 

11. 我国古代数学家赵爽用弦图给出了勾股定理的证明.弦图是由四个全等的直角三角形和中间的一个小

正方形拼成的一个大正方形(如图所示).若直角三角形直角边的长分别是 3，4，记大正方形的面积为 1S ，



 

小正方形的面积为 2S ，则
1

1

S

S
 ___________. 

 

【答案】25 

【解析】 

【分析】分别求得大正方形的面积和小正方形的面积，然后计算其比值即可. 

【详解】由题意可得，大正方形的边长为： 2 33 4 5a    ， 

则其面积为：
2

1 5 25S   ， 

小正方形的面积： 2

1
25 4 3 4 1

2
S        

 
， 

从而
2

1

25
25

1

S

S
  . 

故答案为：25. 

12. 已知 Ra ，函数

2 4, 2
( )

3 , 2,

x x
f x

x a x

      
若  6 3f f    ，则a ___________. 

【答案】2 

【解析】 

【分析】由题意结合函数的解析式得到关于 a 的方程，解方程可得a 的值. 

【详解】      6 6 4 2 2 3 3f f f f a          ，故 2a  ， 

故答案为：2. 

13. 已知多项式
3 4 4 3 2

1 2 3 4( 1) ( 1)x x x a x a x a x a        ，则 1a  ___________，

2 3 4a a a   ___________. 

【答案】    (1). 5 ;    (2). 10. 



 

【解析】 

【分析】根据二项展开式定理，分别求出 43,( 1 ( 4))x x  的展开式，即可得出结论. 

【详解】 3 3 2( 1) 3 3 1x x x x     ，  

4 4 3 2( 1) 4 6 4 1x x x x x      ， 

所以 1 21 4 5, 3 6 3a a       ， 

3 43 4 7, 1 1 0a a       ， 

所以 2 3 4 10a a a  
. 

故答案为：5,10 . 

14. 在 ABC 中， 60 , 2B AB    ，M 是 BC 的中点， 2 3AM  ，则 AC  ___________，

cos MAC  ___________. 

【答案】    (1). 2 13     (2). 
2 39

13
 

【解析】 

【分析】由题意结合余弦定理可得 =8BC ，进而可得 AC ，再由余弦定理可得 cos MAC . 

【详解】由题意作出图形，如图， 

 

在 ABM 中，由余弦定理得 2 2 2 2 cosAM AB BM BM BA B     ， 

即
2 1

12 4 2 2
2

BM BM     ，解得 =4BM （负值舍去）， 

所以 =2 =2 =8BC BM CM ， 

在 ABC 中，由余弦定理得
2 2 2 1

2 cos 4 64 2 2 8 52
2

AC AB BC AB BC B            ， 

所以 2 13AC  ； 

在 AMC 中，由余弦定理得
2 2 2 52 12 16 2 39

cos
2 132 2 3 2 13

AC AM MC
MAC

AM AC

   
   

  
. 



 

故答案为：2 13；
2 39

13
. 

15. 袋中有 4 个红球 m 个黄球，n 个绿球.现从中任取两个球，记取出的红球数为 ，若取出的两个球都是

红球的概率为
1

6
，一红一黄的概率为

1

3
，则m n  ___________，  E   ___________. 

【答案】    (1). 1    (2). 
8

9
 

【解析】 

【分析】根据古典概型的概率公式即可列式求得 ,m n 的值，再根据随机变量 的分布列即可求出  E  ． 

【详解】

2
24

42 2
4 4

6 1
( 2) 36

6 m n
m n m n

C
P C

C C
  

   

      ，所以 4 9m n   ， 

 P 一红一黄
1 1
4
2

4

4 1
3

36 9 3
m

m n

C C m m
m

C  


      , 所以 2n  , 则 1m n  ． 

由于

1 1 2
4 5 5

2 2
9 9

1 4 5 5 10 5
( 2) , ( 1) , ( 0)

6 36 9 36 18

C C C
P P P

C C
   
           

1 5 5 1 5 8
( ) 2 1 0

6 9 18 3 9 9
E           ． 

故答案为：1；
8

9
． 

16. 已知椭圆
2 2

2 2
1( 0)

x y
a b

a b
    ，焦点 1( ,0)F c ， 2 ( ,0)F c ( 0)c  ，若过 1F 的直线和圆

2
2 21

2
x c y c    

 
相切，与椭圆在第一象限交于点 P，且 2PF x 轴，则该直线的斜率是___________，

椭圆的离心率是___________. 

【答案】    (1). 
2 5

5
    (2). 

5

5
 

【解析】 

【分析】不妨假设 2c  ，根据图形可知， 1 2

2
sin

3
PF F  ，再根据同角三角函数基本关系即可求出

1 2

2
tan 5

5
k PF F   ；再根据椭圆的定义求出 a ，即可求得离心率． 



 

【详解】  

如图所示：不妨假设 2c  ，设切点为 B ， 

1 2 1
1

2
sin sin

3

AB
PF F BF A

F A
     ， 1 2 2 2

2 2
tan 5

53 2
PF F  


 

所以
2 5

5
k  , 由

2
1 2

1 2

, 2 4
PF

k F F c
F F

   ，所以
2

8 5

5
PF  ，

2

12 5

5
PF  ，于是

1 2 4 52 PFa PF  ，即 2 5a  ，所以
2 5

52 5

c
e

a
   ． 

故答案为：
2 5

5
；

5

5
． 

17. 已知平面向量 , , , ( 0)a b c c 
    

满足  1, 2, 0, 0a b a b a b c      
      

.记向量 d

在 ,a b
 

方向上的投影

分别为 x，y，d a
 

在 c

方向上的投影为 z，则 2 2 2x y z  的最小值为___________. 

【答案】
2

5
 

【解析】 

【分析】设 (1,0), (0 2), ( , )a b c m n  
 

， ，由平面向量的知识可得 2 5 2x y z   ，再结合柯西不等式

即可得解. 

【详解】由题意，设 (1,0), (0 2), ( , )a b c m n  
 

， ， 

则   2 0a b c m n    
  

，即 2m n ， 

又向量 d

在 ,a b
 

方向上的投影分别为 x，y，所以  ,d x y


， 

所以d a
 

在 c

方向上的投影

 
2 2

1( ) 2 2

| | 5

m x nyd a c x y
z

c m n

    
  



  
 ， 

即2 5 2x y z   , 

所以      2 2
2 2 2 2 2 2 2 21 1 2

2 1 5 2 5
10 10 5

x y z x y z x y z              
， 



 

当且仅当 2 1 5

2 5 2

x y z

x y z

   
   

即

2

5
1

5

5

5

x

y

z

 

 



 

时，等号成立， 

所以 2 2 2x y z  的最小值为
2

5
. 

故答案为：
2

5
. 

【点睛】关键点点睛： 

解决本题的关键是由平面向量的知识转化出 , ,x y z 之间的等量关系，再结合柯西不等式变形即可求得最小

值. 

三､解答题 

18. 设函数   sin cos ( R)f x x x x   . 

（1）求函数

2

2
y f x

       
的最小正周期； 

（2）求函数 ( )
4

y f x f x
   

 
在 0,

2

 
  

上的最大值. 

【答案】（1） ；（2）
2

1
2

 . 

【解析】 

【分析】（1）由题意结合三角恒等变换可得 1 sin 2y x  ，再由三角函数最小正周期公式即可得解； 

（2）由三角恒等变换可得
2

sin 2
4 2

y x
    

 
，再由三角函数的图象与性质即可得解. 

【详解】（1）由辅助角公式得 ( ) sin cos 2 sin
4

f x x x x
     

 
， 

则

2 2

23 3 3
2 sin 2sin 1 cos 2 1 sin 2

2 4 4 2
y f x x x x x

                                   
 
 

 
， 

所以该函数的最小正周期
2

2
T

   ; 

（2）由题意，   2 sin 2 sin 2sin sin
4 4 4

y f x f x x x x x
                  

     
 



 

22 2
2sin sin cos 2 sin 2 sin cos

2 2
x x x x x x
 

      
 

 

1 cos2 2 2 2 2 2
2 sin 2 sin 2 cos2 sin 2

2 2 2 2 2 4 2

x
x x x x

           
 

， 

由 0,
2

x
   

可得
3

2 ,
4 4 4

x
       

， 

所以当 2
4 2

x
 

  即
3

8
x


 时，函数取最大值

2
1

2
 . 

19. 如图，在四棱锥 P ABCD 中，底面 ABCD是平行四边形， 120 , 1, 4, 15ABC AB BC PA      ，

M，N 分别为 ,BC PC 的中点， ,PD DC PM MD  . 

 

（1）证明： AB PM ； 

（2）求直线 AN 与平面 PDM 所成角的正弦值. 

【答案】（1）证明见解析；（2）
15

6
． 

【解析】 

【分析】（1）要证 AB PM ，可证 DC PM ，由题意可得，PD DC ，易证 DM DC ，从而 DC 

平面 PDM ，即有 DC PM ，从而得证； 

（2）取 AD 中点 E ，根据题意可知， , ,ME DM PM 两两垂直，所以以点M 为坐标原点，建立空间直角

坐标系，再分别求出向量 AN


和平面 PDM 的一个法向量，即可根据线面角的向量公式求出． 

【详解】（1）在 DCM△ 中， 1DC  ， 2CM  ， 60DCM  ，由余弦定理可得 3DM  ， 

所以 2 2 2DM DC CM  ， DM DC ．由题意 DC PD 且 PD DM D  ， DC 平面 PDM ，

而 PM 平面 PDM ，所以 DC PM ，又 / /AB DC ，所以 AB PM ． 



 

（2）由 PM MD ， AB PM ，而 AB 与 DM 相交，所以 PM 平面 ABCD，因为 7AM  ，所以

2 2PM  ，取 AD 中点 E ，连接ME ，则 , ,ME DM PM 两两垂直，以点M 为坐标原点，如图所示，

建立空间直角坐标系,  

则 ( 3, 2,0), (0,0, 2 2), ( 3,0,0)A P D , (0,0,0), ( 3, 1,0)M C   

又 N 为 PC 中点，所以
3 1 3 3 5
, , 2 , , , 2

2 2 2 2
N AN
   

        
   


. 

由（1）得CD平面 PDM ，所以平面 PDM 的一个法向量 (0,1,0)n 


 

从而直线 AN 与平面 PDM 所成角的正弦值为

5
| | 152sin

6| | 27 25
2

4 4

AN n

AN n
 
  

 

 
 

‖
． 

 

【点睛】本题第一问主要考查线面垂直的相互转化，要证明 AB PM ，可以考虑 DC PM ， 

题中与DC 有垂直关系的直线较多，易证 DC 平面 PDM ，从而使问题得以解决；第二问思路直接，由第

一问的垂直关系可以建立空间直角坐标系，根据线面角的向量公式即可计算得出． 

20. 已知数列 na 的前 n 项和为 nS ， 1

9

4
a   ，且 14 3 9n nS S   . 

（1）求数列 na 的通项； 

（2）设数列 nb 满足3 ( 4) 0n nb n a   ，记 nb 的前 n 项和为 nT ，若 n nT b 对任意 Nn  恒成立，

求 的范围. 

【答案】（1）
3

3 ( )
4

n
na    ；（2） 3 1   . 

【解析】 



 

【分析】（1）由 14 3 9n nS S   ，结合 nS 与 na 的关系，分 1, 2n n  讨论，得到数列{ }na 为等比数列，

即可得出结论； 

（2）由3 ( 4) 0n nb n a   结合 (1)的结论，利用错位相减法求出 nT ， n nT b 对任意 Nn  恒成立，分

类讨论分离参数 ，转化为 与关于n的函数的范围关系，即可求解. 

【详解】（1）当 1n  时， 1 2 14( ) 3 9a a a   ， 

2 2

9 27 27
4 9 ,

4 4 16
a a       ， 

当 2n  时，由 14 3 9n nS S   ①， 

得 14 3 9nnS S   ②，①②得 14 3n na a   

1
2

27 3
0, 0,

16 4
n

n
n

a
a a

a
       ， 

又
2

1

3
, { }

4 n

a
a

a
  是首项为

9

4
 ，公比为

3

4
的等比数列， 

19 3 3
( ) 3 ( )

4 4 4
n n

na        ； 

（2）由3 ( 4) 0n nb n a   ，得
4 3

( 4)( )
3 4

n
n n

n
b a n


    ， 

所以

2 3 4
3 3 3 3 3

3 2 1 0 ( 4)
4 4 4 4 4

n

nT n                         
     


 

 ， 

2 4 13
3 3 3 3 3 3

3 2 1 ( 5) ( 4)
4 4 4 4 4 4

n n

nT n n


                               
         

 ， 

两式相减得

2 3 4 1
1 3 3 3 3 3 3

3 ( 4)
4 4 4 4 4 4 4

n n

nT n


                           
         

  

1

1

9 3
1

16 49 3
( 4)

34 41
4

n

n

n





    
           

 

 

1 1 1
9 9 3 3 3

4 ( 4)
4 4 4 4 4

n n n

n n
  

                   
     

， 

所以
13

4 ( )
4

n
nT n    ， 

由 n nT b 得
13 3

4 ( ) ( 4) ( )
4 4

n nn n     恒成立， 



 

即 ( 4) 3 0n n    恒成立， 

4n  时不等式恒成立； 

4n  时，
3 12

3
4 4

n

n n
     

 
，得 1  ； 

4n  时，
3 12

3
4 4

n

n n
     

 
，得 3   ； 

所以 3 1   . 

【点睛】易错点点睛：（1）已知 nS 求 na 不要忽略 1n  情况；（2）恒成立分离参数时，要注意变量的正负

零讨论，如（2）中 ( 4) 3 0n n    恒成立，要对 4 0, 4 0, 4 0n n n      讨论，还要注意 4 0n  

时，分离参数不等式要变号. 

21. 如图，已知 F 是抛物线  2 2 0y px p  的焦点，M 是抛物线的准线与 x轴的交点，且 2MF  ， 

 

（1）求抛物线的方程； 

（2）设过点 F 的直线交抛物线与 A､B 两点，斜率为 2 的直线 l 与直线 , ,MA MB AB ，x轴依次交于点 P，Q，

R，N，且
2

RN PN QN  ，求直线 l 在 x 轴上截距的范围. 

【答案】（1） 2 4y x ；（2）    , 7 4 3 7 4 3,1 1,         . 

【解析】 

【分析】（1）求出 p 的值后可求抛物线的方程. 

（2）设 : 1AB x ty  ，    1 1 2 2, , ,A x y B x y ，  ,0N n ，联立直线 AB 的方程和抛物线的方程后可得

1 2 1 24, 4y y y y t    ，求出直线 ,MA MB的方程，联立各直线方程可求出 , ,P Q Ry y y ，根据题设条件可



 

得
 

2 2

2

1 3 4

1 2 1

n t

n t

      
，从而可求n的范围. 

【详解】（1）因为 2MF  ，故 2p  ，故抛物线的方程为： 2 4y x . 

（2）设 : 1AB x ty  ，    1 1 2 2, , ,A x y B x y ，  ,0N n ， 

所以直线 :
2

y
l x n  ，由题设可得 1n  且

1

2
t  . 

由 2

1

4

x ty

y x

 
 

可得 2 4 4 0y ty   ，故 1 2 1 24, 4y y y y t    ， 

因为
2

RN PN QN  ，故

2

1 1 1
1+ 1+ 1+

4 4 4R P Qy y y
 

   
 

，故
2
R P Qy y y  . 

又  1

1

: 1
1

y
MA y x

x
 


，由

 1

1

1
1

2

y
y x

x

y
x n

   

  

可得
  1

1 1

2 1

2 2P

n y
y

x y




 
， 

同理
  2

2 2

2 1

2 2Q

n y
y

x y




 
， 

由

1

2

x ty

y
x n

 



 
可得

 2 1

2 1R

n
y

t





， 

所以
     2

2 1

2 2 1 1

2 1 2 1 2 1
=

2 1 2 2 2 2

n n y n y

t x y x y

   
      

， 

整理得到     

2
2 1 2

2 2 1 1

1
2 1

1 2 2 2 2

y yn
t

n x y x y

         
， 

 2
2 2
2 1

2 1

4 2 1

2 2
2 2

t

y y
y y



  

     
  

 

 

   

 2 2

22 2
22 1 2 1

2 1 2 1 1 2 2 1

4 2 1 2 1

3 4+
+ + 2 + 4

4 2

t t

ty y y y
y y y y y y y y

 
 


    

 

故
 

2 2

2

1 3 4

1 2 1

n t

n t

      
， 



 

令 2 1s t  ，则
1

2

s
t


 且 0s  ， 

故
 

22 2

2 2 2

3 4 2 4 2 4 1 1 3 3
1+ 4

4 4 42 1

t s s

s s s st

           
 

， 

故

2
1 3

1 4

1

n

n

n

     
 

即

2 14 1 0

1

n n

n

   



， 

解得 7 4 3n    或 7 4 3 1n    或 1n  . 

故直线 l 在 x轴上的截距的范围为 7 4 3n    或 7 4 3 1n    或 1n  . 

【点睛】方法点睛：直线与抛物线中的位置关系中的最值问题，往往需要根据问题的特征合理假设直线方

程的形式，从而便于代数量的计算，对于构建出的函数关系式，注意利用换元法等把复杂函数的范围问题

转化为常见函数的范围问题. 

22. 设 a，b 为实数，且 1a  ，函数   2 R( )xf x a bx e x     

（1）求函数  f x 的单调区间； 

（2）若对任意 22b e ，函数  f x 有两个不同的零点，求 a的取值范围； 

（3）当a e 时，证明：对任意 4b e ，函数  f x 有两个不同的零点 1 2,x x ，满足
2

2 12

ln

2

b b e
x x

e b
  . 

(注： 2.71828e  是自然对数的底数) 

【答案】(1) 0b  时， ( )f x 在 R 上单调递增； 0b  时，函数的单调减区间为 , log
lna

b

a
  
 

，单调增区

间为 log ,
lna

b

a
  
 

； 

(2)  21,e ； 

(3)证明见解析. 

【解析】 

【分析】(1)首先求得导函数的解析式，然后分类讨论即可确定函数的单调性； 

(2)将原问题进行等价转化，然后构造新函数，利用导函数研究函数的性质并进行放缩即可确定实数 a 的取

值范围； 

(3)结合(2)的结论将原问题进行等价变形，然后利用分析法即可证得题中的结论成立. 



 

【详解】(1) 2( ) , ( ) lnx xf x b f ax ea x a b   ， 

①若 0b  ，则 ( ) ln 0xf x a a b    ，所以 ( )f x 在 R 上单调递增； 

②若 0b  ， 

当 , log
lna

b
x

a
   
 

时，    ' 0,f x f x 单调递减， 

当 log ,
lna

b
x

a
   
 

时，    ' 0,f x f x 单调递增. 

综上可得， 0b  时， ( )f x 在 R 上单调递增； 

0b  时，函数的单调减区间为 , log
lna

b

a
  
 

，单调增区间为 log ,
lna

b

a
  
 

. 

(2) ( )f x 有 2 个不同零点 2 0xa bx e    有 2个不同解 ln 2 0x ae bx e    有 2 个不同的解， 

令 lnt x a ，则
2

2 0 , 0
ln ln

t
t b b e e

e e t
a a t

t 
      ， 

记
 22 2

2 2

( 1)
( ) , ( )

t tt te t e ee e e t e
g t g t

t t t


    
   ， 

记 2( ) ( 1) , ( ) ( 1) 1 0t t tth t e t e h t e t e e t          ， 

又 (2) 0h  ，所以 (0, 2)t 时， ( ) 0, (2, )h t t   时， ( ) 0h t  ， 

则 ( )g t 在 (0, 2)单调递减， (2, ) 单调递增，
2

2
(2) , ln

ln

b b
g e a

a e
     ， 

2 2
2

2 2, ln, 2 1
b

b e a a e
e

        . 

即实数 a 的取值范围是  21,e  . 

(3) 2, ( ) xa e f x e bx e    有 2 个不同零点，则 2xe e bx  ，故函数的零点一定为正数. 

由(2)可知有 2 个不同零点，记较大者为 2x ，较小者为 1x ， 

1 22 2
4

1 2

x xe e e e
b e

x x

 
   ， 

注意到函数
2xe e

y
x


 在区间  0,2 上单调递减，在区间  2, 上单调递增， 



 

故 1 22x x  ，又由
5 2

4

5

e e
e


 知 2 5x  ， 

1 2 2 2

1
1 1

2 2xe e e e
b x

x x b


    ， 

要证
2

2 12

ln

2

b b e
x x

e b
  ，只需

2

2 ln
e

x b
b

  ， 

2 22

2 2

2x xe e e
b

x x


  且关于b 的函数  

2

ln
e

g b b
b

  在 4b e 上单调递增， 

所以只需证  
2

2

2
2

2 2
2

2
ln 5

2

x

x

e xe
x x

x e
   ， 

只需证
2

2

2

2
2

2

2
ln ln 0

2

x
x

x

e xe
e

x e
   ， 

只需证
2

ln ln 2 0
2 x

e x
x

e
   ， 

2

4
2

e
 ，只需证

4
( ) ln ln 2

x

x
h x x

e
   在 5x  时为正， 

由于  1 1
( ) 4 4 4 1 0x x xh x xe e e

x x
x         ，故函数  h x 单调递增， 

又 5 4

5 20
(5) ln 5 l

20
n 2 ln 0

2
h

e e
      ，故

4
( ) ln ln 2

x

x
h x x

e
   在 5x  时为正， 

从而题中的不等式得证. 

【点睛】导数是研究函数的单调性、极值(最值)最有效的工具，而函数是高中数学中重要的知识点，所以

在历届高考中，对导数的应用的考查都非常突出，从高考来看，对导数的应用的考查主要从以下几个角度

进行：(1)考查导数的几何意义，往往与解析几何、微积分相联系．(2)利用导数求函数的单调区间，判断

单调性；已知单调性，求参数．(3)利用导数求函数的最值(极值)，解决生活中的优化问题．(4)考查数形

结合思想的应用． 

 


