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　　数与形是数学中两个最古老也是最基本

的问题，它们在一定的条件下可以相互转化．
数形结合的思想是高中数学中极为重要的思

想，它分为“以数解形”和“以形助数”两个方

面．所谓“以形助数”就是把数量关系的问题

转化为图形的性质问题来讨论，即把 抽 象 的

“数”结构与形象的“形”结构联系起来，化抽

象为直观，通过对图形的研究，挖掘问题的隐

含条件，诱发解题线索，使求解过程变得简捷

直观．本文结合实例谈谈“以形助数”解决代

数问题的１０个视角．
视角１：利用“直线的斜率”
例１　已知ｆ（ｘ）＝２ｍｘ＋ｍ２＋２，ｍ≠０，

ｍ∈Ｒ，｜ｘ１｜＋｜ｘ２｜＝１，求ｆ
（ｘ１）
ｆ（ｘ２）

的取值范围．

解　由题意

ｆ（ｘ１）
ｆ（ｘ２）＝

２ｍｘ１＋ｍ２＋２
２ｍｘ２＋ｍ２＋２

＝
ｘ１＋ｍ２＋

１
ｍ

ｘ２ ＋ｍ２＋
１
ｍ
，

图１

问题 等 价 于｜ｘ｜＋｜ｙ｜＝１
上的动 点Ｐ（ｘ，ｙ）与ｙ＝ｘ

（ｘ≥槡２或ｘ≤ 槡－ ２）上的动

点 Ｍ 连 线 斜 率 的 取 值 范

围，如图１，由Ｐ１（０，１），Ｐ２
（１，０），Ｍ（槡２，槡２），易知

ｋＰ１Ｍ＝１－
槡２
２
，ｋＰ２Ｍ 槡＝２＋ ２，

结合图形可知

ｆ（ｘ１）
ｆ（ｘ２） （∈ １－槡２２， 槡］２＋ ２ ．

点评　本题变量 较 多，从 数 的 角 度 分 析

比较模糊，通过构造斜率，从 形 的 角 度 分 析，

显得简洁，轻松！

视角２：利用“直线的截距”

例２　（２０１２年湖北省数学联赛试题）求

函数ｙ＝ｘ２＋ｘ　ｘ２槡 －１的值域．

解　令ｍ＝ｘ２，ｎ＝ｘ　ｘ２槡 －１，则

ｎ２＝ｍ（ｍ－１），

其中ｍ≥０，即

４（ｍ－１２
）２－４ｎ２＝１，ｍ≥０，

图２

又ｙ＝ｍ＋ｎ，问题转化为

以 双 曲 线 右 支 上 的 点 为

可行域，ｙ＝ｍ＋ｎ为目标

函数的线性规划问题，结

合图２分析可知：当直线

ｎ＝－ｍ＋ｙ与 渐 近 线ｎ

＝－ｍ＋１２
重 合 时，ｙ＝

１
２．

当直线沿横轴方向向右无限平移时，ｙ→

＋∞，故ｙ＞１２．

点评　通过换元，将 函 数 值 域 问 题 转 化

为“截距型”的线性规划问题，直观、清晰．
视角３：利用“点到直线的距离”
例３　证明：
（ｘ２＋ｙ２＋ｘｚ）２＋（ｘ２＋ｙ２＋ｙｚ）２

ｘ２＋ｙ２

≥（ｘ＋ｙ＋ｚ）２．
证明　原式等价于
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１＋ ｘｚ
ｘ２＋ｙ（ ）２

２

＋ １＋ ｙｚ
ｘ２＋ｙ（ ）２槡

２

≥｜ｘ＋ｙ＋ｚ｜
ｘ２＋ｙ槡 ２

．

设点Ａ（１，１），Ｂ － ｘｚ
ｘ２＋ｙ２

，－ ｙｚ
ｘ２＋ｙ（ ）２ ，

直线ｌ：ｘｍ＋ｙｎ＋ｚ＝０（ｍ，ｎ为 变 量），易 知

点Ｂ在ｌ上，点Ａ到ｌ的距离为

ｄ＝｜ｘ＋ｙ＋ｚ｜
ｘ２＋ｙ槡 ２

，

｜ＡＢ｜＝ １＋ ｘｚ
ｘ２＋ｙ（ ）２

２

＋ １＋ ｙｚ
ｘ２＋ｙ（ ）２槡

２

，

显然｜ＡＢ｜≤ｄ，故原不等式成立．
点评　本题通常 采 用 作 差 法 或 分 析 法，

解答起来较为繁琐，通过联想“点到直线的距

离”巧妙解答问题，解答过程犹如神 来 之 笔，

让人回味无穷！

视角４：利用“两点间的距离”

例４　设ａ，ｂ，ｃ∈Ｒ＋，求 证：ａ２＋ｂ槡 ２＋

ｂ２＋ｃ２　－槡 ｂｃ≥ ｃ２＋ａ２ 槡＋ ３槡 ａｃ．

图３

解　如图３，在平面直

角坐 标 系 中 Ｏ 为 坐 标 原

点，设 Ｍ（ａ，ｂ），Ｎ（１＋

槡３
２ｃ
，１
２ｃ
），则

｜ＯＭ｜＝ ａ２＋ｂ槡 ２，

｜ＯＮ｜＝ ｃ２＋ａ２ 槡＋ ３槡 ａｃ，

｜ＭＮ｜＝ ｂ２＋ｃ２－槡 ｂｃ，

由平面内两点间的距离最短，故

｜ＯＭ｜＋｜ＭＮ｜≥｜ＯＮ｜，

即　 ａ２＋ｂ槡 ２＋ ｂ２＋ｃ２　－槡 ｂｃ

≥ ｃ２＋ａ２ 槡＋ ３槡 ａｃ．
点评　本题若按 常 规 方 法 解 答，则 需 平

方两次，计 算 量 颇 大，通 过 待 证 式 的 结 构 特

征，构造两点间的距离模型解题，避免了繁琐

的计算，但 本 题 的 难 点 是 Ｍ，Ｎ 两 点 坐 标 的

选择使之满足待证式的条件．
视角５：利用“两条平行线间的距离”

例５　已知ｍ，ｎ，ａ，ｂ∈Ｒ，且３ｍ＋４ｎ＝
６，３ａ＋４ｂ＝－１，则（ｍ＋ａ）２＋（ｎ＋ｂ）２ 的最

小值为 ．
解　由３ｍ＋４ｎ＝６，可 联 想 点 Ｍ（ｍ，ｎ）

在直线ｌ１：３ｘ＋４ｙ＝６上．
由３ａ＋４ｂ＝－１得

３·（－ａ）＋４·（－ｂ）＝１，
可联想点Ｎ（－ａ，－ｂ）在直线ｌ２：３ｘ＋４ｙ＝１
上．于是

（ｍ＋ａ）２＋（ｎ＋ｂ）２＝｜ＭＮ｜２，

图４

因ｌ１∥ｌ２，故ｌ１ 与ｌ２ 之间

的距离为

ｄ＝｜－６＋１｜
３２＋４槡 ２

＝１，

由图４分析可知平行直线

上任意两点间的距离不小

于这两条平行直线间的距

离，故｜ＭＮ｜≥ｄ＝１，故
（ｍ＋ａ）２＋（ｎ＋ｂ）２≥１．
点评　本题的解 法 比 较 多，但 从 形 的 角

度来诠释问题显得别具一格．对已知条件ａｂ
＋ｃｄ＝ｍ，从形的角度分析可视为点（ａ，ｃ）在

直线ｂｘ＋ｄｙ＝ｍ上，或点（ａ，ｂ）在直线ｂｘ＋
ｃｙ＝ｍ上．

视角６：利用“直线与圆的位置关系”
例６　已知ａ，ｂ，ｃ∈Ｒ且ａ＋ｂ＋ｃ＝１，ａ２

＋ｂ２＋ｃ２＝１２
，求证：０≤ａ，ｂ，ｃ≤２３．

证明　设Ｐ（ａ，ｂ），则由题意知，点Ｐ是

直线ｘ＋ｙ＝１－ｃ与圆ｘ２＋ｙ２＝１２－ｃ
２ 的公

共点，于是圆心（０，０）到直线ｘ＋ｙ＝１－ｃ的

距离不大于该圆的半径，即

｜１－ｃ｜
槡２

≤ １
２－ｃ槡 ２，

解之得
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０≤ｃ≤２３．

同理有

０≤ａ≤２３
，０≤ｂ≤２３．

故原题得证．
点评　将 题 干 中 的 条 件 分 别 看 为 关 于

ａ，ｂ的 二 元 一 次 方 程 和 二 元 二 次 方 程，进 而

联想到直线和圆，再由直线和圆有交 点 得 出

圆心到直线的距离不大于半径，构造 出 不 等

关系．
视角７：利用“单位圆和三角函数线”

例７　若０＜α＜β＜
π
２
，求证：β－ｓｉｎβ＞

α－ｓｉｎα．

图５

证明　如图５，在单

位圆中，Ａ为角α的终边

与单位圆交点，Ｂ为角β
终边与单位圆交点，且

０＜α＜β＜
π
２
，

过Ａ 作ＡＭ１⊥ｘ 轴 于

Ｍ１，过Ｂ作ＢＭ２⊥ｘ轴

于Ｍ２，过Ａ作ｙ轴垂线交ＢＭ２ 于Ｎ．则

ｓｉｎβ＝Ｍ２Ｂ，ｓｉｎα＝Ｍ１Ａ，

ｓｉｎβ－ｓｉｎα＝ＮＢ，

｜β－α｜的 大 小 为 弧ＡＢ 的 长，连 接ＡＢ，在

Ｒｔ△ＢＮＡ中｜ＡＢ｜＞｜ＮＢ｜，因为弧ＡＢ的长

大于 线 段 ＡＢ，所 以 弧 ＡＢ 的 长 大 于 线 段

ＮＢ，即

｜β－α｜＞｜ｓｉｎβ－ｓｉｎα｜．
又因为

β＞α，ｓｉｎβ＞ｓｉｎα，
所以

β－α＞ｓｉｎβ－ｓｉｎα，

β－ｓｉｎβ＞α－ｓｉｎα．
点评　三角函数线是三角函数的几何表

示，借助图形问题解决起来极为直观！

视角８：利用向量

例８　若ｘ２＋２ｘｙ－ｙ２＝７（ｘ，ｙ∈Ｒ），求
ｘ２＋ｙ２ 的最小值．

解　由已知得

ｘ２－２ｘｙ－ｙ２

＝ｘ（ｘ＋ｙ）＋ｙ（ｘ－ｙ）＝７，
设　ａ＝（ｘ，ｙ），ｂ＝（ｘ＋ｙ，ｘ－ｙ），
则　ａ·ｂ＝ｘ（ｘ＋ｙ）＋ｙ（ｘ－ｙ）＝７，
而　｜ａ｜·｜ｂ｜

＝ ｘ２＋ｙ槡 ２· （ｘ＋ｙ）２＋（ｘ－ｙ）槡 ２

槡＝ ２（ｘ２＋ｙ２），
由ａ·ｂ≤｜ａ｜·｜ｂ｜得

７≤槡２（ｘ２＋ｙ２），

即　ｘ２＋ｙ２≥ 槡７　２
２
，

当且仅当 ｘ
ｘ＋ｙ＝

ｙ
ｘ－ｙ

，即ｘｙ＝７４
时取等号．

点评　ａ·ｂ的几何意义是ｂ的模与ａ在

ｂ方向上投影的积，显然ａ·ｂ≤｜ａ｜·｜ｂ｜．向
量是数与形的结合，根据题目的特点 构 造 向

量，再根据不等关系“ａ·ｂ≤｜ａ｜·｜ｂ｜”来解

题，解答显得灵活巧妙、简捷．
视角９：利用“二次曲线的定义”
例９　解方程

ｘ２－１０ｘ槡 ＋２９－ ｘ２＋１０ｘ槡 ＋２９＝８．
解　原方程可变形为

（ｘ－５）２槡 ＋４－ （ｘ＋５）２槡 ＋４＝８，
令ｙ２＝４，则原方程转化为方程组

（ｘ－５）２＋ｙ槡 ２－ （ｘ＋５）２＋ｙ槡 ２＝８，

ｙ２＝４烅
烄

烆 ，
由双曲线的定义知

（ｘ－５）２＋ｙ槡 ２－ （ｘ＋５）２＋ｙ槡 ２＝８
表示焦点为（５，０）和（－５，０），实轴长为８的

双曲线的左支，故化简应为

ｘ２
１６－

ｙ２
９＝１

（ｘ＜０），

将其与ｙ２＝４联立解得

ｘ＝－ 槡４　１３
３ ．
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点评　直接求解，计 算 量 之 大 让 人 望 而

却步，将原式进行 变 形，令ｙ２＝４后，由 已 知

条件的结构特征联想到双曲线的定义如同自

然天成，好似“春雨断桥人不渡，小舟 撑 出 绿

阴来”！ 形 如 （ｘ－ａ）２＋槡 ｂ± （ｘ＋ａ）２　＋槡 ｂ
＝ｃ（ｂ＞０）含有两个 二 次 根 式 的 和 或 差 的 无

理方程通常可以借助椭圆或双曲线的定义来

化简，值得关注．
视角１０：利用“正余弦定理”

例１０　求 函 数ｆ（ｘ）＝１２
（ ３６－ｘ槡 ２＋

６４－ｘ槡 ２）ｘ（０＜ｘ＜６）的最大值．

图６

解　如 图６，ＡＭ 为

△ＡＢＣ 边 上 的 高，ＡＢ＝
６，ＡＣ＝８，设ＡＭ＝ｘ，则

ＣＭ＝ ６４－ｘ槡 ２，

ＢＭ＝ ３６－ｘ槡 ２，
可知

Ｓ△ＡＢＣ＝
１
２
（３６－ｘ槡 ２＋ ６４－ｘ槡 ２）ｘ

＝１２×６×８×ｓｉｎ　Ａ

≤２４．
例１１　已知ａ，ｂ，ｃ∈Ｒ＋，证明：

ａ２＋ｂ２　＋槡 ａｂ＋ ｂ２＋ｃ２　＋槡 ｂｃ

　＋ ｃ２＋ａ２　＋槡 ｃａ

≥槡３（ａ＋ｂ＋ｃ）．

图７

解　如 图７，设Ｏ 为

△ＡＢＣ内 一 点，且ＯＡ＝
ａ，ＯＢ＝ｂ，ＯＣ＝ｃ，

∠ＡＯＢ＝∠ＡＯＣ
＝∠ＢＯＣ＝１２０°，

则由余弦定理

ＡＢ

＝ ａ２＋ｂ２－２ａｂ槡 ｃｏｓ　１２０°

＝ ａ２＋ｂ２　＋槡 ａｂ．
同理

ＢＣ＝ ｂ２＋ｃ２　＋槡 ｂｃ，

　　ＣＡ＝ ｃ２＋ｂ２　＋槡 ｃａ．
在△ＡＯＢ中，设∠ＯＡＢ＝α，∠ＯＢＡ＝β，

依正弦定理有

ＡＢ
ｓｉｎ　１２０°＝

ｂ
ｓｉｎα＝

ａ
ｓｉｎβ

，

由比例的性质则有

ＡＢ
ｓｉｎ　１２０°＝

ａ＋ｂ
ｓｉｎα＋ｓｉｎβ

＝ ａ＋ｂ

２ｓｉｎ　３０°ｃｏｓα－β２
≥ａ＋ｂ，

则　ＡＢ≥ｓｉｎ　１２０°·（ａ＋ｂ），

即　 ａ２＋ｂ２　＋槡 ａｂ≥槡３２（ａ＋ｂ）．

同理

ｂ２＋ｃ２　＋槡 ｂｃ≥槡３２（ｂ＋ｃ），

ｃ２＋ａ２　＋槡 ｃａ≥槡３２（ｃ＋ａ），

３个式子相加原不等式成立．
点评　例１０、例１１分 别 利 用 正 弦 定 理

和余弦定理构图，使解决的 问 题 直 观、形 象，
关键在于把握式子的结构特征，将题 设 条 件

与定理的结构特征联系起来．
以上１０个方面，充分展现出“以形助数”

在数学解题应用中的广泛性与灵活 性．将 数

量关系通过联想与构造转化为图形性质问题

解决，能使抽象变为直观，让 隐 含 得 以 显 露．
在平常的学习中多一些细致的观察与大胆的

联想对培养自身的直觉思维能力，激 发 数 学

学习兴趣，增强思维的灵活性都大有裨益．
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