
2019年第58卷第8期 数学通报 13

依托主题教学发展数学素养①
——从北京中、高考压轴题谈起

李大永

(北京市海淀区教师进修学校数学教研室100195)

1问题提出

多年以来，北京市中、高考试题最后一道压轴

题都是以新概念为基础来研究和探索问题的形式

考查学生数学思维的能力．这已经成为北京中、

高考试卷的一个具有标志性的特征．这种试题首

先以课标中的内容为载体，用下定义的方式给出

一类数学对象的概念，然后分多个梯度设问，创设

一个新的数学情境，由浅人深，引导考生从初步感

知概念到深入理解概念、再到应用概念解决相关

问题．问题给每个考生提供了充分发挥自己数学

思维能力的空间，能够很好的展现考生多年数学

学习形成的数学素养的水平．从备考研究来看，

并不乏对高考压轴题的相关文章，但大多停留在

针对压轴题的解题分析与讲解训练的策略上，鲜

有将考题测评目标和日常课程内容的课堂教与学

关联起来，进行深层次的教学反思与研究．尽管

大家都认可“解决中、高考压轴题需要高水平数学

素养”，但是在日常课程内容的教学中如何发展学

生数学素养，还缺少有效的途径和方法．本文从

解决北京中、高考的压轴题的思维过程人手，分析

数学思维方式的特征，剖析数学核心素养各要素

在解题过程中的具体表现，由此来关联主题教学

的特征和要素，探讨如何依托主题教学来促进学

生数学素养的发展．

2北京中、高考压轴题的解题分析

2．1中考试题解析

(2013年北京中考卷25题)对于平面直角坐

标系xOy中的点P和OC，给出如下定义：若OC

上存在两个点A，B，使得LAPB=60。，则称P为

OC的关联点．
1 1 一

已知点D(寺，寺)，E(0，一2)，F(2√3，o)．
厶 厶

(1)当00的半径为1时，

①在点D，E，F中，00的关联点是 ；

②过点F作直线z交Y轴正半轴于点G，使

么GFO--30。，若直线z上的点P(m，咒)是00的

关联点，求m的取值范围；

(2)若线段EF上的所有点都是某个圆的关

联点，求这个圆的半径r的取值范围．

思路剖析

本题是围绕概念“关联点”的理解来创设问

题，(1)①是基于所定义概念表达的对象内涵特征

来辨识具体的点，找出哪些点是给定圆的关联点．

实际上，题目中所给的三个点，每一个点都是一类

点的代表：D为圆内一般点，E和F分别为圆外

的坐标轴上的点，通过尺规工具的测量操作即可

做出判断．

(1)②是基于概念的定义所表达的内涵特征

的发展性理解，对所给直线上的一般的点进行推

理确认．因此，该小问解决的关键是能否基于概

念的定义获得概念的发展性理解，也就是要经由

如下思维过程：基于定义通过观察①中具体的点

或者自己再行举例尝试，直觉判断定圆的关联点

在形态分布上的几何特征，并作出抽象、概括和猜

测，然后进行深入分析和逻辑推理，逻辑确认这一

猜测的正确性，揭示出定圆的关联点的分布规

律——半径为1的00的关联点构成的图形是

oO的半径为2的同心圆(含圆周)圆面．在这个

①基金项目“北京市中小学名师发展工程”(项目编号：PXM2015--014255--000070)
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思维过程中，既需要直观想象也需要逻辑推理．

有两个进路可以推进理解：对于给定的点P，暂时

舍弃60。的条件限制，考察两点A，B在圆上的运

动，发现么APB的大小是变化的，当PA，PB是

圆的切线时，么APB张开到最大值；暂时舍弃圆

上点的限制，考察以P为顶点的60。角的两边，绕

顶点P旋转起来，只要角的两边与定圆有交点

时，既符合要求．不管是哪一个进路，最终都聚焦

到关联点分布的边界状态，此时角的两边与定圆

相切．从上述的分析可以发现，直观想象与基于

圆的相关知识的逻辑推理是协同进行的．此外，

在一个涉及多个要素的关系的考查中，为了便于

研究，需要适当控制变量，即，要先确定或暂时舍

弃某些要素，来考察另一些要素的变化的影响，这

属于数学思维活动的经验范畴．

(2)是从反方向的角度运用对概念的发展性

理解，由给定的关联点的所在图形反向确定圆的

半径取值范围．该问的解决，需要把②对概念获

得的发展性理解进行一般化，这相当于经由概念

的理解发现或推演出概念所界定的研究对象的性

质：点P是半径为r的oC的关联点的充要条件

是PC≤2r．把这个性质定理直观化理解，即，对

于两个同心圆(半径是二倍关系)，大圆的圆内及

圆周上的点集=小圆的关联点的点集．

当然，该问题的解决，除了对“关联点”概念

的理解，还涉及其它相关知识，如直角三角形、图

形与坐标、锐角三角函数等，此外还有一个容易被

忽视的难点——数学语言的理解与表达．例如对

概念中“存在”的理解，第三问“若线段EF上的所

有点都是某个圆的关联点”的理解．

2．2高考试题解析

(2016年高考北京卷理20)设数列A：a，，a。，

⋯，口N(N≥2)．如果对小于n(2≤，z≤N)的每个正

整数k都有a。<口。，则称扎是数列A的一个“G时

刻”．记G(A)是数列A的所有“G时刻”组成的

集合．

(I)对数列A：一2，2，一1，1，3，写出G(A)

的所有元素；

(II)证明：若数列A中存在a。使得a。>口，，

则G(A)≠⑦；

(111)证明：若数列A满足a。一a。一，≤1(，l一

2，3，⋯，N)，则G(A)的元素个数不小于aⅣ--a。．

思路剖析

与中考题的压轴题相似，本题同样有一个核

心概念，整个题目是围绕数列的“G时刻”这一概

念的理解而创设的．(I)是要求基于“G时刻”的

定义的表述，找出一个具体数列的所有“G时刻”，

这一问题的解决是对“G时刻”概念的具体感知．

(II)是证明一个数列存在“G时刻”的充分条

件．需要从具体感知上升到一般性规律的发现，

在通过(I)中对概念获得的具体感知的基础上，

从直觉上已经可以感知：数列A存在一个“G时

刻”意味着存在一项口。大于其之前的所有项，当

然有口。>口。．但反之成立吗?感觉在逻辑上是存

在障碍的，回到(I)中的具体例子去观察，发现只

有第一个大于a。的项a。就一定是“G时刻”对应

的项，而“存在a。使得a。>口。”，对于数列而言，当

然就存在第一个a。>口。，至此，结论成立的理由可

以阐释清楚了．

(Ⅲ)中“数列A满足a。一口。一1≤1(n=2，3，

⋯，N)”相当于又定义了一类特殊的数列A，要求

考查这类数列的“G时刻”的个数与末项和首项的

差的关系．所以本小问的解决，不仅要求对“G时

刻”概念有更深刻的理解，还要对这类数列的相关

性质有一定的理解．在反思解决(Ⅱ)的基础上，

对概念“G时刻”可以进一步获得自我语义层面解

释性的理解，把数列直观化，将各项想象成是随着

项数咒的变化而上下起伏跳跃的点，那么，对于第

一个“G时刻”而言，是首次高于首项对应的点；从

第二个“G时刻”开始，它是首个出现高于前一个

“G时刻”对应的点．对于数列A，定义它的相邻

项关系不是等量关系，这种相对泛化的不等关系，

使得数列A的性质特征也是模糊不清的，这对认

识数列A带来了困难．考虑到本问的任务是“G

时刻”个数，所以不妨将关注点由数列A的所有

项转移到“G时刻”对应的那些项，我们将这些项

和首项作为一个新的数列来考虑，记作a。，a。．，

a。。，⋯，n。．，对于这个数列，由“G时刻”概念内涵

可得到如下性质：al<口。．<口。，<⋯<口。．；a。。--a1

≥口N—a1．由a。一a。一，≤1和“G时刻”概念内涵

可发现口。。一a。。，≤1，所以可得a。．一a。≤P．综

合上述性质不难得到P≥口N--a-．

3北京中、高考压轴题的教学导向分析

中、高考分别是初、高中阶段的结果性测评，
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是立足于考生数年数学学习所获得的数学素养水

平的考查，作为中、高考的压轴题，它关注的不仅

是这个学段的知识，更是长期的数学学习中所积

淀形成的数学思维的习惯与方式、数学思维活动

的经验和数学的文化与精神，所以，如果仅是就题

论题式来进行备考，重心仍在应试，事实上这就是

仅关注斯根普所说的对知识的工具性理解，而不

关注关系性理解，那么怎么能发展数学素养呢?

具体而言，从上述两个考题的思路剖析可以发现，

考题的测评目标是“要求考生在新的情景下，通过

阅读抽象的数学符号，理解新引入的概念，从中挖

掘研究对象的数学性质，并用精炼的数学语言呈

现推理证明的过程，这需要考生具有良好的数学

素养和学习能力．”良好的数学素养和学习能力，

显然不可能由短期的针对性训练来完成，因此，

中、高考试题的教学导向是在平时的数学课程的

学习活动之中关注并落实发展学生数学素养．

要发展学生数学素养，就要关注良好的数学

思维方式与习惯的养成．那么，什么是数学的思

维方式呢?北大数学系丘维声教授把它概括成：

观察客观现象，从中抓住主要特征，抽象出概念

或建立模型；然后进行探索，探索时常用的是直觉

判断、归纳、类比和联想；探索后可以做出某种猜

想，但是需要证明，这要进行深入分析、逻辑推理

和计算，往往要付出艰辛的劳动；之后才可以揭

示出事物的内在规律．这就是数学思维方式的全

过程．回忆数学课程中每一个主题内容所呈现的

内在结构，基本上是按着上述的数学思维方式呈

现的研究脉络展开的．对于每一个主题内容，都

有一个核心的概念，它明确界定了本主题的核心

研究对象，整个主题的内容就是围绕对核心概念

理解的不断深化而展开的，展开的基本模式为：概

念中涉及的要素(已有概念)的分析——挖掘内部

各要素间关系的规律——关联其它相关要素，发

现概念内、外要素间关系的规律．

回顾上述解决两个考题的思维过程，可以发

现它们呈现出高度的一致性．这些思维活动在平

时的课程学习中本应该是反复经历的，那为什么

学生没有能够从平时的学习中获得这些思维方式

与经验呢?原因可能就在于学生并没有经历这样

的思维过程．

4实施主题教学是落实数学素养发展的重要

途径

目前课堂中采用的基本上还是传统的教学方

式，它是以“目标——达成——评价”的方式来规

划设计的，知识与技能是实质上的优先事项，将单

元内容按知识点拆分成课时内容，设立课时目标，

围绕目标达成设计教学活动，并评价课时知识与

技能的达成，依据反馈改进调整教学．这必然导

致知识的碎片化，缺乏知识的内在联系性，学习行

为上，偏向事实性知识的记忆和单一操作技能的

训练，难以形成对单元主题的整体性和结构性的

理解，更难以体验和感悟蕴含在主题内容中的数

学思想观念和数学思维方式，这无法实现核心素

养的发展，也造成了目前学生在面对中、高考压轴

题呈现的新情景问题时，难以形成问题解决的思

路．为了避免“课时主义”把教学内容碎片化，需

要增强对课程的全局性把握——即在全局中去把

握一课时的教学，这就需要以主题式教学的方式

来组织和实施课程．2017版高中课标通过附录中

的案例36，指出了主题教学的整体设计包括以下

几个步骤：确定主题内容；分析教学要素；编制主

题教学目标；设计主题教学流程；评价、反思及

修改．

4．1什么是主题教学

主题教学这一概念的英文表达包括“themat—

ic instruction，，、“theme study”、“unit teaching’，、

“the proj ect method”、“theme—bases instruc—

tion”、“projeetbased learning”等，在主题教学的

内涵上，侧重各不相同．在国内随着课改的推进，

对主题教学也有广泛的研究，有主题教学、单元整

体教学、深度学习等相关提法，虽然词汇表达方式

略有差异，但都是含有或突出主题教学的意思．

目前，主题教学没有公认的统一界定，本文立足数

学核心素养发展的课程目标，将主题教学的内涵

界定如下：主题教学是以系统论为基础，指向学生

的素养发展，从学科本质出发，基于整体课程观分

析确定学习主题，基于认知规律，聚焦数学基本思

想和观念的感悟和数学活动经验的形成，围绕学

习主题对课程的内容进行组织、实施与评价的一

种教学模式．具体而言，它围绕主题中的核心概

念或思想方法，构建核心问题，来整合多种资源，

组织创设主题下相关知识发生发展的境脉，在经
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历数学活动的全景过程中，发展学生的学科思维

品质、关键能力以及情感、态度与价值观．

4．2主题教学的核心特征

从主题教学的上述内涵，主题教学具有如下

几个核心特征：

(1)教学内容理解的整体性

主题教学强调“统观全局，处理局部”，是在课

程内容的全局中规划课时教学计划．对课程内容

的理解把握，包含如下几个方面：主题内容的数学

本质、数学文化以及所渗透的数学思想等、在本学

段数学课程中的地位、在整个中小学数学课程中

的地位和作用、在数学整体中的地位、与本学段、

前后学段以及大学其他知识之间的联系．这是做

好主题教学的前提与基础，只有做好主题内容的

整体化理解，才能弄清楚每堂课的教学内容在数

学整体的知识系统中的地位与价值，理解该数学

知识所蕴含的数学思想和观念，这样才不至于使

数学教学变得支离破碎．

(2)三维目标的整合性

季苹教授认为知识有四个层面：事实性知识、

概念性知识、方法性知识和价值性知识，因为所有

知识都是人类创造的，必然是在人类需要(一定的

价值取向的驱使下)的时候创造的，而每一个创造

都产生于特定的的方法以及概念和原理，每一个

创造在本质上都是一定价值取向、方法、概念和原

理的事实．传统的双基教学过于关注理性和知识

灌输，而真正的教育不仅要包含理性学习，也应包

含直觉和情感学习，我们常常误以为学习是始于

大脑的认知系统，而实际上是始于人的自我系统

(由态度、信念、情感和价值观构成)．所以三维目

标是对传统学科教育观的一次超越，是学科教育

开始关注人的核心素养的发展．由于主题教学是

围绕主题的核心概念或思想方法来规划整体教学

方案，将主题内容研究的核心问题嵌入情境之中，

是以“主题——探究——经验——表达”的方式来

设计课程，着眼于组织“探究”、“表现”、“交流”、

“反思”的活动，这更有利于实现三维目标的自然

整合，这确保了主题教学的素养发展指向．

例如，初中的一元二次方程，如果教师是围绕

“如何求解一元二次方程?”来设计组织“探究”、

“表现”、“交流”、“反思”的活动，就要把学生对这

个问题的学习情感、态度放在重要的位置来考虑．

在指导海淀区育英学校张洁老师参加全国教学比

赛时，建议将原来的针对方程中三个参数列表分

类讨论求解，改为让学生回忆一元二次方程的概

念并在黑板上写出一个一元二次方程的例子，要

求后写的同学不同于前面所写的方程，然后提出

问题：你会求解其中的哪些方程呢?是怎样求解

的?求解方法背后的依据是什么?观察不会求解

的方程与会求解的方程在形式上有何区别?可否

把会求解的方程所用的方法用到那些刚才不会求

解的方程上去?⋯⋯，这样的设计，就是将学生的

自我系统放在活动设计的前提性基础地位，教师

不是硬要教给学生什么，而是观察分析学生，通过

组织学生的表达与分享交流，帮助学生基于自身

的所知、所能使其显性化和清晰化，从而发现和认

识隐藏在这些特殊方程求解背后的数学原理，并

用它去解决不会的方程．

(3)以学生的学为中心构建活动

主题教学是围绕主题的核心概念的持续理解

展开教学的，它需要抓住主题内容待研究的核心

问题，创设适当的情境，主题内容是在问题的探究

过程中发现和形成的．因此，主题教学设计的重

心是学生的学习活动的构建，包括学生对问题的

探究、学习表现、交流反思等活动．教师的教的重

心是支持学生的学习活动，例如倾听、观察学生获

得学生的认知、情感、态度等信息，以构建支架促

进学生探究发现意义、思考表达、交流反思、经验

累积，要引领学生聚焦在富含教育价值的学习活

动中．主题教学过程中，学生要亲身经历和体验

数学活动的全景性过程，这有助于落实课标的四

基要求，提高学生的综合性思维品质．学生在中、

高考压轴题的解决中的困难：不会或不善于逻辑

清晰的数学表达的问题、不能理解对实际背景的

应用题的题意和进行数学化、缺乏由概念发现和

推演出概念所界定的对象的丰富性质并用其解决

新异问题的意识、经验和能力⋯⋯，自然就会在平

时的主题学习中得以改善或解决．

例如，高中的数列主题，作为教师应该知道其

价值所在，数列与级数是共生的概念，级数是研究

微积分的重要工具．所以在数列主题的教学中要

围绕“数列求和”这一核心问题设计学习活动(尽

管求数列的通项也是一个重要的问题，但是因为

它可以视为描述离散现象的特殊函数，这一价值
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可放在函数视野下来看)，可以通过给出一组求和

问题(如商品的摆放造型、棋盘上的麦粒数量等)

让学生去解决，活动的重点不在于学生完成求和

任务，而在于观察和倾听学生对“一列数求和”的

思维进展及想法，根据情况适当构建支架——回

忆以前多个数字相加求和的经历或举例，引导学

生认识到数列求和本质上是化简计算，化简的关

键在于分析并发现各个加数的特征与关系，所以

求和方法自然取决于运算对象——数列的通项的

性质．由此引出并形成数列、数列通项和数列求

和的概念．这样也就为后续的基本数列——等差

数列和等比数列的待研究问题与研究路径预设了

框架．

(4)学习活动凸显概念学习

丘维声认为数学学习的核心任务就是学习数

学的思维方式，从丘教授阐释的数学的思维方式

内涵可以看到其本质上是“玩概念”的，概念是数

学内容中最核心也是最基础的内容，所有的数学

命题要么是概念的性质，要么是概念间的关系．

“玩概念”的基本路径：在数学的范畴中，观察客观

现象，提出要研究的问题，通过比较、概括等方法

提取事物的本质特征，抽象形成必要的概念，在概

念的基础上，运用直觉、分析、归纳、类比、联想、推

理等方法探索并猜想出事物的内在规律，给予严

格的逻辑证明，之后那些重要的结论便形成了定

理，最后是运用定理去解决问题．而主题教学的

单元课程设计就恰恰体现了“玩概念”的基本路

径，这不仅有利于促进学生建立核心概念的意象

(concept image，即，与这个概念相关的整个认知

结构，其中包括所有相关的心理表征、性质和过

程，这个概念由Vinner和Tall提出)，更为重要

的是，还会促使学生形成概念意象的必要经验．

例如，高中必修内容三角函数主题，可以围绕

本主题核心概念——三角函数概念的理解展开主

题教学，以“摩天轮”为问题源，以抽象出的“匀速

圆周运动中的变量关系”为研究的核心问题，在问

题的研究过程和解决认知冲突中获得新知识，在

发现规律中获得新知识，逐渐展开全章内容．这样

的主题学习过程，能够清晰的建立正、余弦三角函

数的如下概念意象：单位圆，其上的质点在逆时针

做匀速圆周运动时，描述质点在纵轴和横轴上的

投影点相对原点0的位置变化变量Y和z与描

述质点旋转的变量角的依赖关系．这样，同角三

角函数关系式、诱导公式、三角函数的性质等概念

性知识，还有三角函数的描述周期现象以及联系

旋转与平移运动的方法性知识，都可以结合圆的

几何特性牢固地建立在这一概念意象上了，当然

随着主题学习的推进，还会进一步丰富其概念意

象，如三角函数图象等．
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(5)教学内容展开的非线性

主题教学是围绕主题的核心概念与思想观念

的持久性理解展开的，是以学生的学为中心创设

学习活动和支持学习的课堂环境氛围，这就决定

了主题教学的课时规划具有动态生成性．在主题

教学的设计阶段，要考虑到学生的不同的认知和

学习态度、情感等学情状况，所以设计主题学习活

动必然是非线性的，有多种展开路径，而在实施过

程中需要根据学生的学习活动进展情况及时做出

适当调整．这种非线性的课程架构可以在一定程

度上缓解因班级学生差异化带来的教学困境．因

为主题教学采用“主题——探究——经验——表

达”的课程架构，其中的问题的情境与场景、学生

之间的互动、交流与表达可以给不同水平的学生

提供各自的学习参与活动和发展空间，课堂更具

有包容性．

例如，初中的锐角三角函数主题，其核心思

想——直角三角形的边之比与角存在对应关系，

整个主题的设计围绕核心思想的理解进程、情境
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构建6个研究问题：①所给情境中的测高(底部不

可达)任务是怎样的?②逻辑确认“发现的边角关

联的规律是真的吗?③如何方便地获得任意锐角

的三角函数值?④锐角三角函数让你对直角三角

形的可解性条件有了哪些新的认识?⑤为了完成

首课情境中的测高任务，你的测量及计算方案是

怎样的?⑥锐角三角函数概念还可以运用到哪里

去?除了①和⑥两个问题并没有严格的线性顺

序，在海淀区中关村中学的杨爱青老师的教学实

践中，首课之后的每节课要研究的问题，就是遵从

多数同学的想法来决定的．

主题教学的推进，显然是不能一蹴而就的，就

如同学生的学习需要渐进的过程一样，教师的教

学改进也是如此，在实践的探索中，它需要经历种

种的困惑、冲突、感悟、发现、否定一肯定一再否定

的过程，逐渐产生外至行为内至观念的演变、深

化、重塑．在发展数学素养的教学探索上永无止

境．希望更多的有志教师能够参与到主题教学的

实践探索中来．
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