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从历史过程中找寻数学知识的意义
——“对数的运算性质’’教学思考

黄光玉

(南京市金陵中学210005)

l 问题提出

教学经验告诉我们，学生只有真正理解数学

知识所蕴涵的意义，才能增强他们主动学习的动

力，激发他们学习数学的兴趣，进而喜欢数学、热

爱数学．要探索数学知识所蕴含的意义，就需要把

学生带到数学发展的长河中，从知识产生的起点

开始，让他们自主找寻知识的发生发展的一个又

一个片段，经历思想的穿越，与千百年前的科学家

们来一场时空对话，从纷繁复杂的数学发展历程

中，慢慢捕捉到一丝光亮——客观规律．这不是仅

仅获得某一个数学知识，而是学生探索科学道路

上的一次历练，在探索数学知识所蕴涵的意义的

过程中，学生获得探索未知世界的一般方法．那

么，如何引导学生从历史过程中找寻数学知识的

意义呢?本文以“对数的运算性质”教学为例，对

这个问题的解决做一次探索．

2教学过程

2．1复习概念．强化关联·

复习对数的概念，巩固指数式与对数式的本

质联系[1]．

口6=Ⅳ1％Ⅳ=6
I塑 幽趑l
口>0，6∈R 口>O，且口≠l，Ⅳ>O．

2．2回顾历史．提出问囊

课本中关于对数，有如下这样的描述：

对数是由纳皮尔发明的，纳皮尔为了简化天

文学问题中的计算，在没有指数概念的情况下发

明了对数，并于1614年在《论述对数的奇迹》

(Mirifici loga“thorum canois descriptio)中，介绍

了他的方法和研究成果．

现在通用的“常用对数”，是与纳皮尔同时期

的英国数学家布里格斯引入的，并于1617年出版

了常用对数表．1622年，英国数学家皮德尔给出

了以e为底的自然对数表．

法国数学家、天文学家拉普拉斯曾说：对数可

以缩短计算时间，“在实效上等于把天文学家的寿

命延长了许多倍”．

恩格斯在他的著作《自然辩证法》中，曾经把

笛卡尔的坐标系、纳皮尔的对数、牛顿和莱布尼兹

的微积分共同称为17世纪的三大数学发明．

师：从上述这段对数发展历史的描述中，我们

发现许多的科学家、哲学家都对对数给予了很高

的评价，拉普拉斯甚至说对数的发明在实效上等

于把天文学家的寿命延长了许多倍．可见在数值

运算，特别是在天文学的计算中，对数一定起到了

简化运算的作用．

同学们，通过昨天的学习和作业，你们感受到

对数运算带来的便捷了吗?

学生：没有!(苦笑)

师：那为什么历史上这么多科学家和哲学家

会对对数有如此之高的评价呢?

学生：⋯⋯

师：如果我们仔细看一下这段历史发生的时

间，同学们就会发现对数是在距离今天大约400

年的时候出现的，而对数的发明对运算的影响超

过了250年，直到恩格斯在其著作中仍给予对数

极高的评价．那个时代的科学家想到得到一组精

确的数据可能需要花上几个小时的时间，这是轻

点按键就可以得到结论的我们无法想象的．究竟

对数中隐藏着怎样的奥妙呢?它真的能简便计

算吗?

2．3深入历史．探求方法

实际上在纳皮尔发明对数之前，还有许多数
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学家对数值之间的关系进行过研究．把时间继续

向前推至1544年，有一位德国数学家斯蒂费尔写

了一本名叫《整数的算术》的书．他在这本书中欣

喜地写到：“关于整数的奇妙性质，可以写成整本

整本的书⋯⋯”那么斯蒂费尔发现了整数的什么

“奇妙性质”，使他这样惊喜万分呢?‘2]6_7

让我们先来看看他在书中的这个表格：

I．．． O．125 O．25 O．5 1 2 4 8 16 32 64 128 256 512 1024 2048 4096

|．．． 一3 —2 —1 O 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

利用上述表格，若要计算16×128，可以用如

下方法：

(1)找到16的“代言人”4，找到128的“代言

人”7；

(2)把4和7相加，就得到11——新“代言

人”；

(3)找到11作为“代言人”对应的数2048．

所以16×128—2048．

师：你能用上述方法计算4096×o．125吗?

结果如何?

生1：(1)找到4096的“代言人”12，找到

O．125的“代言人”一3；

(2)把12和一3相加，就得到9——新“代言

人”；

(3)找到9作为“代言人”对应的数512．

所以4096×O．125=512．

师：很好!你们还能利用上述表格进行哪些

计算?

生2：计算：256×O．25—64．

生3：计算：4096×8=?

学生：不在表格里了!!(笑)

师：那怎么办?

学生：进一步“扩大”表格．

师：表格中的数越多，我们可以用这种方法进

行计算的数值范围越广．但是这个表格仍然存在

一定的缺陷：只能计算与2的整数次幂相关的运

算．于是后来许多科学家包括纳皮尔在内都在此

基础上建立了更加细化的表格．而现在通用的“常

用对数”是与纳皮尔同时期的英国数学家布里格

斯在纳皮尔对数的基础上进行改进引入的，并于

1617年出版了常用对数表．

请同学们利用常用对数表(部分)，计算1．．37

×2．16的值．

如果想要利用表格进行计算，那么关键在于

找到所计算数值的“代言人”．在常用对数表中，如

何才能找到1．37的代言人呢?先在表格的第一

列中寻找数值的前两位——13，在13所在行寻找

数值的最后一位——7所对应的列，即1．37的

“代言人”为1367，该数值与1．37的常用对数有

关，由于版面印刷的限制省略了小数点，其实际含

义为191．37=O．1367．

你能用这样的方法找到2．16的“代言人”吗?

生4：找到了，2．16的“代言人”是3345．

师：找到两个数的“代言人”，下一步呢?

生5：用0．1367+0．3345=O．4712；寻找

o．4712作为“代言人”的对应的数，⋯

生6：表格中没有0．4712．

生7：找一个近似的，有0．4713，找到O．4713

作为“代言人”的对应的数为2．96．所以1．37×

2．】6≈2．96．

表尾差
109 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

1 2 3 4 5 6 7 8 9

10 O000 0043 0086 0128 0170 0212 0253 0294 0334 0374 4 8 12 17 21 25 29 33 37

1l 0414 0453 0492 0531 0569 0607 0645 0682 0719 0755 4 8 11 15 19 23 26 30 34

12 0792 0828 0864 0899 0934 0969 1004 1038 1072 1106 3 7 10 14 17 21 24 28 33

13 1139 1173 1200 1239 1271 1303 1335 1367 1399 1430 3 6 10 13 16 19 22 26 29

万方数据



48 数学通报 2020年 第59卷 第10期

续表

表尾差

109 O 1 2 3 4 5 6 7 8 9

1 2 3 4 5 6 7 8 9

14 1461 1492 1523 1553 1584 1614 1644 1673 1703 1732 3 6 9 12 15 18 21 24 27

15 1761 1790 1818 1847 1875 1903 1931 1959 1987 2014 3 6 8 11 14 17 20 22 25

16 204l 2068 2095 2122 2148 2175 2201 2227 2253 2279 3 5 8 11 13 16 18 21 24

17 2304 2330 2355 2380 2405 2430 2455 2480 2504 2529 2 5 7 10 12 15 17 20 22

18 2553 2577 2601 2625 2648 2672 2695 2718 2742 2765 2 5 7 9 12 14 16 19 21

19 2788 2810 2833 2856 2878 2900 2923 2945 2967 2989 2 4 7 9 11 13 16 18 20

20 3010 3032 3054 3075 3096 3118 3139 3160 3181 3201 2 4 6 8 11 13 15 17 19

2l 3222 3243 3263 3284 3304 3324 3345 3365 3385 3404 2 4 6 8 10 12 14 16 18

22 3424 3444 3464 3483 3502 3522 3541 3560 3579 3598 2 4 6 8 10 12 13 15 17

23 3617 3636 3655 3674 3692 3711 3729 3747 3766 3784 2 4 6 7 9 11 13 15 17

24 3802 3820 3838 3856 3874 3892 3909 3927 3945 3961 2 4 5 7 9 11 12 14 16

25 3979 3997 4014 4031 4048 4065 4082 4099 4116 4133 2 3 5 7 9 10 12 14 15

26 4150 4166 4183 4200 4216 4232 4249 4265 4281 4298 2 3 5 7 8 10 11 13 15

27 4314 4330 4346 4361 4378 4393 4409 4425 4440 4456 2 3 5 6 8 9 11 13 14

28 4472 4487 4502 4518 4533 4048 4564 4579 4594 4609 2 3 5 6 8 9 11 12 14

29 4624 4639 4654 4669 4683 4698 4713 4728 4742 4757 1 3 4 6 7 9 10 12 13

30 4771 4786 4800 4814 4819 4843 4857 4871 4886 4900 1 3 4 6 7 9 10 11 13

31 3914 4928 4942 4955 4969 4983 4997 5011 5024 5038 1 3 4 6 7 8 lO 11 12

32 5051 5065 5079 5092 5105 5119 5132 5145 5159 5171 1 3 4 5 7 8 9 11 12

33 5185 5198 5211 5224 5237 5250 5263 5276 5289 5302 1 3 4 5 6 8 9 10 12

34 5315 5328 5340 5353 5366 5378 5391 5403 5416 5428 1 3 4 5 6 8 9 10 11

35 5441 5453 5465 5478 5490 3502 5514 5527 5539 5551 1 2 4 5 6 7 8 10 11

36 5563 5575 5587 5S99 5611 5623 5635 5647 5658 5670 l 2 4 5 6 7 8 10 11

37 5682 5694 5705 5717 5729 5740 5752 5763 5775 5786 1 2 3 5 6 7。 8 9 10

38 5798 5809 5821 5832 5843 5855 5866 5877 5888 5899 1 2 3 5 6 7 8 9 10

师：我们用这样的方法找到的结果准确吗?

生8：(使用计算器)1．37×2．16=2．9592．

师：我们从表格中查找出来的数值与准确值

非常接近，由此同学们能够体会到在没有科技产

品的几百年前，科学家利用寻找对应数的方式来

进行计算的确能够节约许多时间!通过查表，我

们找到的数值与准确值仅相差o．o008，应该说精

确度还是比较高的!但如果我们要进行天文学计

算的话，对数值精确度的要求会更高，如何提高精

确度呢?

学生：进一步细化表格．

师：太好了!历史上的科学家们为了不断提

高精确度，有的人花了毕生的心血来细化表格，给

更多的科学家进行研究提供了便利．因此在长达

两百多年的时间里，数学家、天文学家以及工程研

究人员都要与常用对数表一类的工具为伴．
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lgN

常用对数表‘3】12“

N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

100 OO OOO 143 187 130 173 217 260 303 346 389

101 432 475 518 561 604 647 689 732 775 817

102 860 903 945 988 *．030 *072 *115 *157 *199 *242

103 01 284 326 368 410 452 494 536 578 620 662

104 703 745 787 828 870 912 953 995 *036 *078

105 02 119 160 202 243 284 325 366 407 449 490

103 531 572 612 653 694 735 776 816 857 898

107 938 979 *019 *060 *100 *141 *181 *222 *262 *302

108 03342 383 423 463 503 543 583 623 663 703

109 743 782 822 862 902 941 981 *021 *060 *100

110 04139 179 218 258 297 336 376 415 454 493

111 532 571 610 650 689 727 766 805 844 883

112 922 961 999 *038 *077 *115 *154 *192 *231 *269

113 05308 346 385 423 461 500 538 576 614 652

114 690 729 767 805 843 881 918 956 994 *032

115 06070 108 145 183 221 258 296 333 371 408

116 446 483 521 558 595 633 670 707 744 781

117 819 856 893 930 967 *004 *041 *078 *115 *151

118 07188 225 262 298 335 372 408 445 452 518

119 555 591 628 664 700 737 773 809 846 882

120 07918 954 990 *207 *063 *099 *135 *171 *207 *243

121 08279 314 350 386 422 458 493 529 565 600

122 636 672 707 743 778 814 849 884 920 955

123 991 *026 *061 *096 *132 *167 *202 *237 *272 *307

124 09342 377 412 447 482 517 552 587 621 656

●

125 09691 726 760 795 830 864 899 934 968 *003

126 10037 072 106 140 175 209 243 278 312 346

127 380 415 449 483 517 551 585 619 653 687

128 721 755 789 823 857 890 924 958 992 *025

129 11059 093 126 160 193 227 261 294 327 361

130 11394 428 461 494 528 561 594 628 661 694

131 727 760 793 826 860 893 926 959 992 *024

132 12057 090 123 156 189 222 254 287 320 352

133 385 418 450 483 516 548 581 613 646 678

134 710 743 775 808 840 872 905 937 969 *001

135 13033 066 098 130 162 194 226 258 290 322

136 354 386 418 450 481 513 545 577 609 640

137 672 704 735 767 799 830 862 893 925 956

138 988 *019 *051 *082 *114 *145 *176 *208 *239 *270

139 14301 333 364 395 426 457 439 520 551 582
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对于科技如此发达的今天来说，常用对数表

已经与我们渐行渐远了，那我们为什么还需要学

习这些知识呢?

我们当然不再需要将表格进一步细化了，但

是历史上的这些数学家们那种通过观察研究纷繁

复杂的数据，得出重要结论的过程和方法仍然是

值得我们去研究和学习的．

2．4抽象验证。建构新知

让我们再回到斯蒂费尔发现整数的奇妙性质

的过程．

为了计算16x128的值，我们分别找到了16

的“代言人”4，128的“代言人”7，将4与7相加得

到11，最后找到11作为“代言人”对应的数2048，

从而得到16×128—2048．

用表格的形式呈现如下：

上述运算过程，用同学们熟悉的指数形式来

刻画应该如何表示?

生9：16×128—24×27—24+7—211—2048．

师：同学们根据自己的学习经验对斯蒂费尔

的发现给出了形式化的表达．但历史的发展有的

时候却不像我们所希望的那样具有逻辑性和系统

性．在斯蒂费尔和纳皮尔的时代，还没有完善的指

数概念，而在这样的情况下，他们仍然发现了数值

之间的“秘密”．同学们能用我们前一节课所学习

的对数的形式来刻画一下这其中的“秘密”吗?

16的“代言人”4就是l092 16，128的“代言

人”7就是l092 128，因此l092 16+l092 128—11，

11的含义是什么?

生10：11就是l0922048．

师：10922048又可以表示为?

生11：1092(16×128)．

师：对于1．37×2．16的运算过程，也能用类

似的方式分析吗?

如果推广到一般情况呢?

通过对具体实例的分析我们终于发现了斯蒂

费尔的运算方法：为了得到(M×N)的数值，我们

希望找到(M×N)的“代言人”，即log口(M×N)，

而109。(M×N)等于M的“代言人”log。M及N

的“代言人”log口N的和，通过在数表中查找对应

数的方式，将复杂的乘法运算转化为加法运算．

斯蒂费尔的方法用对数的符号呈现出来就

是：lo＆(M×N)=log。M+log。N．这个方法是正

确的吗?大家能证明吗?

生12：

证明：设10＆M一乡，109。N—q．

由对数的定义得M一口，，N一口。，

所以MN—n吃口=口p+q，

故109。(MN)一户+q—log。M+log。N，

即109。(MN)一log。M+log。N．

师：我们终于用推理的方式验证了斯蒂费尔

方法的正确性．这一结论在对数运算中非常重要，

我们称其为对数的一个运算性质．能用文字语言

来刻画一下这个性质吗?

生13：真数积的对数等于真数对数的和．

老师：好!一定要注意该性质的形式，将真数

积的对数转化为真数对数和的运算．同学们还记
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得我们之前学过的指数运算性质吗?

生14：(1)盘户·n。一日p+9；(2)np÷n9一日9—9；

(3)(“9)9一d加．

师：仔细对比指数运算性质口一·以。一a矿。与

对数运算性质10函(MN)一lo＆M+log。N，你有

什么发现?

学生：一样的!(笑)

师：根据指对数的相互关系，他们本质上是相

同的，只是呈现形式不同．根据指数运算的另外两

个性质，我们能有怎样的猜想?

生15：从“9÷n9一n旷。猜想：

l。＆等一l。勘M—l。g。N．

生16：从(日9)4一Ⅱ内猜想：log。M9一glog。M．

师：大家都是这样想的吗?有没有其他的

想法?

学生：⋯⋯

师：同学们猜想的结论都是正确的，但由于时

间关系，我们不能在课堂上进行证明了，请同学们

在课后用前面的方法证明你们的猜想．最后，请注

意上述结论成立有限制条件吗?

生17：以>0，以≠1，M>O，N>O，声∈R．

师：今后我们就将(1)log“(MN)一log。M+

l。gnN；(2)1。g。等一I。g。M—l。＆N；(3)1。g。M”一
九log。M．统称为对数的运算性质．

2．5应用举例。运用新知

例1：已知192≈O．3010，193≈0．4771，试求下

列各式的值(结果保留4位小数)．

(1)198；(2)1912；(3)1913．5；(4)195．

解：(1)198—1923—3192≈3×0．3010—

O．9030；

(2)1912一lg(22×3)一1922+193—2192+193

≈2×0．3010+0．4771—1．0791；

97

(3)1913．5一lg等一1927一192—3193一192≈

3×O．4771—0．3010一1．1303：

(4)195一lg娑一1910—192—1一192≈

1一O．3010—0．6990．

例2：求下列各式的值：

(1)l092(23×45)； (2)l095125．

解：(1)l092(23×45)一l092(2 3×210)一

l09221 3—13l0922—13；

(2)1095 125一logs 53—3l095 5—3．

思考：已知191．37一n，则19137一——．
解：19137一lg(1．37×100)一191．37+19100

—191．37+2，

因为191．37一以，所以19137一191．37+2一n+2．

2．6 复习巩固。课后练习

回顾本节课，同学们共同经历了在没有科技

设备的情况下，人们进行简便运算的一些过程，从

中找到了对数运算的相关性质，并证明了其正

确性．

2．7预设生成。板书呈现

3教学反思

“对数的运算性质”是苏教版必修1第3章对

数函数的第2课时．在前一课时，我们通过对指数

式n6一N的进一步研究引入了对数的概念，得到

与指数式本质相同的另一种表达形式log。N一6．

学生对对数的概念有了初步的认识，但对研究对

数的意义还不是非常清楚，特别是在信息技术和

科技手段日益强大的今天，想要计算出课本中出
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现的那些对数式的值，只要在手机屏幕上轻松点

击数下，就可以得到精确度极高的结果，如今，中

学生学习这一知识的意义究竟何在?

3．1黑暗与曙光

每次在高一讲解对数运算性质这一内容的时

候，我都会比较茫然，站在学生的角度，总会提出

这样的问题——究竟是如何想到对数具有这样的

性质的呢?虽然现代技术手段越来越发达了，但

是如果我们仅是通过科学技术手段让学生知道这

个结论，然后不断操练熟悉这个结论吗?有很长

的一段时间，我都在不断追问这个问题，终于当我

在翻阅对数知识的发展历程时，找到了解决的方

法——回到对数发展的起点，让学生在课堂上感

受一次从纷繁复杂的数据中寻找数量之间关系的

过程．

3．2选择与放弃

虽然我终于找到了教学设计的方向，但是面

对纷繁复杂的素材，如何能在一堂课的时间里把

这些内容用合适的方式呈现出来，又成了我面前

的一个难题．比如，纳皮尔在研究对数的过程中，

投入了很多的精力，他将长达近20年的业余时间

都奉献给了对数运算，得到了许多有价值的结果，

还有很多数学家为了对数计算能够更加便捷，还

制作了一些运算的工具，⋯⋯但这些内容比较适

合由老师直接呈现，学生无法参与其中，这样的课

堂只是陈述事实的讲堂，怎样才能让学生动起来

呢?带着这个问题，我从大量的实际背景中选定

了两个材料：一个是德国数学家斯蒂费尔对于整

数性质的研究，一个是在对整数性质分析的基础

上，借助数学用表，推广到对一般数据运算的

分析．

3．3收获与遗憾

我们已经进入大数据时代，每天都有海量的

数据被记录下来，我们将要面对的世界比几百年

前的世界更加复杂，虽然随着科学技术的不断进

步，我们进行数据分析的工具更加先进了，但是我

们分析数据的能力是不是也在不断进步呢?在数

学的课堂上，教师带着学生一起学习这些“古老”

的知识不是用它们来填装我们的大脑，而是希望

能通过切实的体验，丰富学生处理问题的经验，当

学生面对新的世界，遭遇新的问题时，他们可以尝

试找到方法来解决．社会的不断进步，要求我们的

学生能够有解决新困难的勇气和方法，这才是真

正的学习．一节课的时间是非常有限的，教学设计

的有效达成，还需要考虑学生的课堂状态，因此本

节课中留给学生体验和考察数据之间关系的过程

还略显仓促，如果能有更充裕的时间会更好．另

外，随着课程教学改革的不断深入，加强学生对数

据分析能力的培养也不是一节课就能够实现的，

这需要教师对课程教学有整体的规划和研究．
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