
利用构造思想解导数综合题的五个意识

浙江省杭州外国语学校　 (310023) 　 张传鹏

　 　 高中数学新课标中要求教师在教学中要提升

学生的数学学科核心素养,即引导学生能够能从数

学的角度看问题,有条理地进行理性思维、严密求

证、逻辑推理和清晰准确地表达的意识与能力. 学
生在数学学习过程中进行感悟思想、经验积累,通
过思考内化为自己的东西,所养成的自己独有的思

考和表达问题的一种习惯,就是数学核心素养. 本
文结合导数章节的教学,谈如何利用构造思想去解

导数综合题,在知识解决的同时,如何落实高中数

学学科核心素养,从而实现了从关注知识本身到关

注学生思维方式的转变,最终达到学科育人.
一、常规多次构造函数意识

例 1　 已知函数 f( x) = (x - a) 2

lnx (其中 a 为常

数),当 0 < a < 1 时,设函数 f( x)的 3 个极值点为

x1,x2,x3,且 x1 < x2 < x3 . 求证:x1 + x3 > 2
e
.

解:由题意知 f′ ( x) =
(x - a)(2lnx + a

x - 1)

ln2x
,

令 h(x) = 2lnx + a
x - 1,则有 h′(x) = 2x - a

x2 ,∴ 函数

h(x)在(0, a
2 )上单调递减,在( a

2 , + ∞ )上单调递

增. ∵ 函数 f ( x)有 3 个极值点 x1 < x2 < x3,从而

hmin(x) = h( a
2 ) = 2ln a

2 + 1 < 0,所以 a < 2
e
,而已

知 0 < a < 1,满足 a < 2
e
.

当 0 < a < 1 时,h(a) = 2lna < 0,h(1) = a - 1 <
0,∴ 函数 f(x)的递增区间有(x1,a)和(x3, + ∞ ),
递减区间有(0,x1),(a,1),(1,x3),此时,函数 f(x)
有 3 个极值点,且 x2 = a. ∴ 当 0 < a < 1 时,x1,x3 是

函数 h ( x) = 2lnx + a
x - 1 的 两 个 零 点, 即 有

2lnx1 + a
x1

- 1 = 0,

2lnx3 + a
x3

- 1 = 0,

ì

î

í 则消去 a 有 2x1lnx1 - x1 = 2x3lnx3

- x3 .令 g(x) = 2xlnx - x,则 g′(x) = 2lnx + 1 有零点

x = 1
e
,且 x1 < 1

e
< x3 .

∴ 函数 g( x) = 2xlnx - x 在(0, 1
e
)上递减,在

( 1
e
, + ∞ )上递增. 要证明 x1 + x3 > 2

e
⇔x3 > 2

e
- x1

⇔g( x3 ) > g( 2
e

- x1 ). ∵ g x1( ) = g x3( ),∴ 即证

g(x1) > g( 2
e
- x1)⇔g( x1) - g( 2

e
- x1) > 0,构造

函数 F x( ) = g(x) - g( 2
e
- x),∵ F

1
e

æ

è

ö

ø
= 0,∴ 只需

要证明 F 在(0, 1
e
]上单调递减即可. 而 F′ x( ) =

2lnx + 2ln ( 2
e

- x) + 2,F′′ x( ) =
2( 2

e
- 2x)

x( 2
e
- x)

> 0,

∴ F′ x( )在(0, 1
e
]上单调递增,∴ F′ x( ) < F

1
e

æ

è

ö

ø
=

0,∴ 当 0 < a < 1 时,x1 + x3 > 2
e
.

评注:导数是研究函数性质的一个重要工具,
在解决不等式证明等问题时,通常需要构造函数,
有时候甚至需要多次构造函数. 要清楚多次构造函

数的目的是什么,不要盲目的进行多次构造.
二、构造利用导数几何意义的意识

例 1 的求解主要是构造辅助函数证明不等式.

易得函数 g′(x) = 2lnx + 1 且有零点 x = 1
e
,满足 x1

< 1
e
< x3,构造辅助函数 F x( ) = g(x) - g( 2

e
- x),

由 F(x)导数的性质得到了函数 F(x)在(0, 1
e
]上

单调递减,从而 F(x) > 0 恒成立,从而证明 x1 + x3

> 2
e
. 本题亦可不构造函数 F(x),具体解法如下:

解法 2:令 m(x) = g′(x) = 2lnx + 1,则 m′(x) =
2
x > 0,所以 m(x)是递增函数,又因为 m′(x) = 2

x 的

函数值是逐步减小的,所以函数 m(x)的增长速度

是逐渐变小的,即函数 g(x)图像切线的斜率增长速

度是逐渐变小的,体现在图像上为:
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图 1　 　 　 　 　 　 　 　 图 2
观察函数函数 g′(x)和 g(x)图像,g′(x) = 2lnx

+ 1 有零点 x = 1
e
,且 x1 < 1

e
< x3,当 g(x)在 x = 1

e

左右两侧变化率一样时有 x1 + x3 = 2
e
,本题中 x =

1
e
左边下降的速率要快于右边上升的速率,所以 x1

+ x3 > 2
e
成立.

三、构造函数解决不等式证明问题的意识

例 2　 设函数 f(x) = ln(1 + x),g(x) = xf′(x),
x≥0,其中 f′(x)是 f(x)的导函数.

(1)若 f( x)≥ag( x)恒成立,求实数 a 的取值

范围;
(2)设 n∈N + ,比较 g(1) + g(2) + … + g(n)

与 n - f(n)的大小,并加以证明.

解:(1)由题设得 g( x) = x
1 + x ( x≥0),已知

f(x)≥ag(x)恒成立,即 ln(1 + x)≥ ax
1 + x恒成立. 设

φ(x) = ln(1 + x) - ax
1 + x(x≥0),则 φ′(x) = 1

1 + x -

ax
(1 + x) 2 = x + 1 - a

(1 + x) 2,当 a≤1 时,φ′( x)≥0(当且仅

当 x = 0,a = 1 时等号成立),∴ φ(x)在[0, + ∞ )上
单调递增. 又 φ(0) = 0,∴ φ(x)≥0 在[0, + ∞ )上

恒成立,∴ 当 a≤1 时,ln(1 + x)≥ ax
1 + x恒成立(当且

仅当 x = 0 时等号成立). 当 a > 1 时,对 x∈(0,a -
1],有 φ′(x)≤0,∴ φ(x)在 x∈(0,a - 1]上单调递

减,∴ φ(a - 1) < φ(0) = 0,即当 a > 1 时,存在 x >

0,使 φ(x) < 0,∴ ln(1 + x)≥ ax
1 + x不恒成立. 综上可

知,a 的取值范围是( - ∞ ,1].

(2)由题设知 g(1) + g(2) + … + g(n) = 1
2 +

2
3 +… + n

n + 1,n - f(n) = n - ln(n + 1),比较结果

为 g(1) + g(2) +… + g(n) > n - ln(n + 1),此不等

式等价于
1
2 + 1

3 +… + 1
n + 1 < ln(n + 1),证明如下:

在(1)中取 a = 1,可得 ln(1 + x)≥ x
1 + x,x > 0,

令 x = 1
n ,n∈N + ,则 ln 1 + n

n > 1
1 + n. 故有 ln2 - ln1

> 1
2 ,ln3 - ln2 > 1

3 ,. . . ,ln(n + 1) - lnn > 1
n + 1,上

述各式相加可得 ln(n + 1) > 1
2 + 1

3 + … + 1
n + 1. 结

论得证.
评注:在本例中,由(1)知当 a≤1 时,有 ln(1 +

x)≥ ax
1 + x恒成立,从而令 a = 1,可得 ln(1 + x)≥

x
1 + x恒成立,再结合第(2)小题所需要证明的不等

式,令 x = 1
n 得到 ln 1 + n

n > 1
1 + n,后面依次迭代,裂

项求和,从而得到要证的不等式.
四、构造零点设而不求的意识

例 3　 已知函数 f(x) = aex - 1 - lnx + lna,若不等

式 f(x)≥1 恒成立,求实数 a 的范围.
解:f( x) = aex - 1 - lnx + lna,∴ f′( x) = aex - 1 -

1
x ,由 f′( x0 ) = 0 得 aex0 - 1 = 1

x0
,即 lna + x0 - 1 =

- lnx0 . 易知 x0 是函数 f ( x) 的极小值 (也是最小

值),由 f(x0)≥1,得 aex0 - 1 - lnx0 + lna≥1, 1
x0

+ lna

+ x0 - 1 + lna≥1,整理得 2lna≥2 - x0 + 1
x0

æ

è

ö

ø
恒成

立,∴ lna≥0,解得 a≥1.
评注:在一些涉及到指数函数、对数函数的问

题时,若要求函数的极值点时需要解一些超越方

程,但有时是无法解出这些方程的解,此时可以巧

妙的借用方程的等价条件,采用设而不求的策略,
使得问题得到解决.

五、逆向分析的构造意识

解决函数单调性问题时,有时需要借助构造新

函数,结合函数的导数与函数单调性之间的关系来

解决,那么怎样合理的构造新函数就是问题的关

键. 在解题过程学会如何进行分析与思考,如何从

题目要解决的结论出发,通过逆向分析,结合题目

已知条件,找到破解问题的思路.
例 4　 设 x∈[0,π],y∈[0,1],试求函数 f( x,

y) = (2y - 1)sinx + (1 - y)sin[(1 - y)x]的最小值.
解:首先,当 x∈[0,π],y∈[0,1]时,f(x,y) =

(2y - 1)sinx + (1 - y)sin(1 - y)x

= (1 - y) 2x sin[(1 - y)x]
(1 - y)x + 2y - 1

(1 - y) 2·
sinx
x

æ

è

ö

ø

= (1 - y) 2x sin[(1 - y)x]
(1 - y)x + y2 - (1 - y) 2

(1 - y) 2 ·sinx
x

æ

è

ö

ø

= (1 - y)2x sin[(1 - y)x]
(1 - y)x - sinx

x + y2

(1 - y)2·
sinx
x

æ

è

ö

ø
,
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令 g(x) = sinx
x ,g′(x) = cosx(x - tanx)

x2 (x≠ π
2 ),当

x∈ (0,π2 )时,因为 cosx > 0,tanx > x,所以 g′(x) <

0;当 x∈ ( π
2 ,π )时,因为 cosx < 0,tanx < 0,x - tanx

> 0,所以 g′(x) < 0;又因为 g(x)在(0,π)上连续,
所以 g(x)在(0,π)上单调递减.

又因为 0 < (1 - y)x < x < π,所以 g(1 - y) x >

g(x),即 sin(1 - y)x
(1 - y)x - sinx

x > 0,又因为
y2

(1 - y) 2 ·

sinx
x > 0,所以当 x∈[0,π],y∈[0,1]时,f(x,y) >

0. 其次,当 x = 0 时,f(x,y) = 0;当 y = 0 时,f(x,y)
= 0;当 x = π 时,f(x,y) = (1 - y) sin(1 - y)π≥0,
此时若 y = 1,则 f( x,y) = - sinx + sinx = 0. 综上所

述,当且仅当 x = 0 或 y = 0 或 x = π 且 y = 1 时,
f(x,y) = 0 取到最小值 0.

总之,在学习导数章节时,应关注以上五个意识.

其中意识一:多次构造函数的意识,还是强调数学知

识本身,因为导数知识最大的作用就是其在解决问题

中的工具性,主要体现在利用导数研究函数的性质,
前提条件就是构造恰当的函数. 意识二:利用导数的

几何意义的思想,导数值就是函数图像切线的斜率,
如果再去研究切线斜率的单调性,即是去研究导函数

的导数值的正负,其本质上就是研究函数的凹凸性.
意识三:构造函数解决不等式问题的意识,则侧重于

强调知识的应用性,利用导数求解出函数的最值,从
中提炼出不等式并进行应用. 意识四:构造零点设而

不求的意识,是直面超越方程不能求解的问题,充分

利用方程的等价条件解决问题. 意识五:逆向分析的

构造意识,是由题目要解决的结论出发,寻找结论与

已知的联系. 强调以导数知识为载体,对人的思维方

式产生的影响,这就是我们所说的学科育人. 可以发

现,本文中强调的五个意识之间是相辅相成、层层递

进的关系,其过程是从知识本身到知识的升华、知识

的应用,最后达到学科育人的目的.

■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■

数学解题教学要 “ 三悟”
福建省古田县第一中学　 (352200) 　 兰诗全

　 　 解题教学是数学教学的重要组成部分,师生要

在解题思维互动生成中有感悟、品悟、领悟. 感悟出

知识的来龙去脉,品悟出解题中的具体方法和规

律,领悟出其中蕴涵的数学本质与思想,在悟中让

课堂充满思辨,在悟中让知识得以延伸,在悟中揭

示问题本质让数学思想得到升华. 通过解题反思,
要能悟出智慧,悟出真理,这是解题教学的核心与

关键.
1　 悟错因

在数学教学过程中,经常会发现学生在解题中

犯下各种各样的错误,事后师生都在努力纠错,教
师讲得累,学生纠得苦,可是效果却不明显,到下次

解题时又重复“昨天的故事”. 为什么呢? 一大关键

是学生没有深层次地找到错误的真正原因,没有一

个与错误作“斗争”的过程,对错误原因没有追根溯

源,没有揭示问题的本质,一错再错成必然.

例 1　 若 a≥0,b≥0,且当

x≥0,
y≥0,
x + y≤1

{ 时,恒有 ax

+ by≤1,求以 a,b 为坐标的点 P(a,b)所形成平面

区域的面积.

解法 1:画出不等式组

x≥0,
y≥0,
x + y≤1

{ 对应的平面区

域(图略). 由题意得,对该区域内的任意点( x,y),
不等式 ax + by≤1 恒成立,即该区域恒在直线 ax +

by = 1 的下方,所以

1
a ≥1,

1
b ≥1,

a≥0,
b≥0,

ì

î

í 即
0≤a≤1,
0≤b≤1,{ 从而以 a,b

为坐标的点 P(a,b)所形成的平面区域是一个正方

形,其面积为 1.
解法 2:设m→ = (a,b),n→ = ( x,y),向量m→ 与n→的

夹角为 θ,由 a≥0, b≥0,且 x≥0, y≥0,得 θ∈

0,π2[ ],不等式 ax + by≤1 恒成立等价于m→·n→ = ax

+ by = a2 + b2 · x2 + y2 · cosθ≤1 恒成立,当
x2 + y2 =0 或 cosθ =0 时,上式显然成立.当 x2 + y2

≠0 且 cosθ≠0 时,可得 a2 + b2 ≤ 1
x2 + y2·cosθ

恒成
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