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如图 ９，取 ＯＤ ＝ １
２
，即 Ｄ １

４
， ３
４

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，则 ｜ ＯＤ ｜

｜ ＯＣ ｜
＝

｜ ＯＣ ｜
｜ ＯＢ ｜

＝ １
２
， 且 ∠ＢＯＣ ＝ ∠ＣＯＤ， 有 △ＢＯＣ ∽

△ＣＯＤ，即 ｜ ＣＤ ｜ ＝ １
２

｜ ＢＣ ｜ ，于是，只要求 ｜ ＣＡ ｜ ＋

｜ ＣＤ ｜ 的取值范围．

图 ９　 　 　 　 　 　 　 　 图 １０

能求得图 ９ 中的 ｜ ＡＤ ｜ ＝ ３
２

，把 ＡＤ 画成水平形

态（图 １０），设 ｜ ＣＡ ｜ ＋｜ ＣＤ ｜ ＝ ２ａ，表示以 Ａ、Ｄ 为焦

点长轴长是２ａ的椭圆，当Ｃ位于最下方时，质点Ｃ的

重力势能最小，而 Ｃ 又在圆上，于是，Ｃ 点位于图 １０

中的 Ｃ１ 的位置时，重力势能最小，Ｃ 点处于稳定状

态，从图 １０中看到此时的长轴 ２ａ最小， ｜ ＡＤ ｜ ＝ ３
２

，

解得 ２ａ 的最小值是 ３ ．
当 Ｃ点位于图 １０中的 Ｃ２ 的位置时，质点 Ｃ重力

势能最大，椭圆的长轴长最长，２ａ 的最大值是 ７ ．
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例析对称思想在数学解题中的妙用

广东省惠州市第一中学　 　 ５１６００７　 　 方志平

　 　 【摘　 要】 　 对称是一种平衡、一种和谐、一种美感，是自然界和人类社会中普遍存在的形式之一． 这也成为我

们发现、研究和解决问题的一种重要的方法．本文将举例阐述：利用中心对称、轴对称、平面对称、图形的对称特征、
代数式的对称、对称原理解决问题，充分彰显了对称不仅是一个数学概念，更是一种思想方法．

【关键词】 　 对称；数学；解题

　 　 对称在自然界中是普遍存在的，而数学来源于

生活，不少数学问题中涉及的对象都具有对称性，对
称给人们以和谐、平衡的美感．对称不仅是一个数学

概念，更是一种思想方法，对称思想是研究数学问题

常用的思想方法， 在数学教学中，充分挖掘问题中

的对称性，利用对称思想去分析问题和解决问题，通
常能回避繁杂的运算，提高解题速度和准确率．本文

将举例阐述，供读者参考．
１　 利用中心对称解题

例 １　 已知函数 ｆ（ｘ）（ｘ∈Ｒ） 满足 ｆ（ － ｘ） ＝ ２ －

ｆ（ｘ），若函数 ｙ ＝ ｘ ＋ １
ｘ

与 ｙ ＝ ｆ（ｘ） 图象的交点为（ｘ１，

ｙ１），（ｘ２，ｙ２），…，（ｘｍ，ｙｍ），则∑
ｍ

ｉ ＝ １
（ｘ１ ＋ ｙ１）＝ （　 　 ） ．

Ａ．０　 　 　 Ｂ．ｍ　 　 　 Ｃ．２ｍ　 　 　 Ｄ．４ｍ
解 　 由 ｆ（ － ｘ） ＝ ２ － ｆ（ｘ） 得 ｆ（ － ｘ） ＋ ｆ（ｘ） ＝ ２，

所以 ｆ（ｘ） 的图象关于点（０，１） 对称；而 ｙ ＝ ｘ ＋ １
ｘ

＝ １

＋ １
ｘ

的图象也关于点（０，１） 对称，于是 ｆ（ｘ） 与 ｙ ＝

ｘ ＋ １
ｘ

的交点关于点（０，１） 对称，并且是成对出现

的，所以∑
ｍ

ｉ ＝ １
（ｘｉ ＋ ｙｉ） ＝ ∑

ｍ

ｉ ＝ １
ｘｉ ＋ ∑

ｍ

ｉ ＝ １
ｙｉ ＝ ０ ＋ ｍ

２
× ２ ＝

ｍ．故选 Ｂ．
６３
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评注 　 巧用对称思想解题，不仅彰显了数学的

美的形式，还是一种重要的数学思想，更是一种分析

并解答问题的有效方法．在解这类问题时，我们要认

真分析已知条件或图形中隐藏的对称关系，然后借

助对称思想来巧妙地解答问题．
例 ２　 （２０２０ 年高考全国 Ⅰ 卷） 若定义在 Ｒ 上

的奇函数 ｆ（ｘ） 在（ － ∞，０） 上单调递减，且 ｆ（２） ＝ ０，
则满足 ｘｆ（ｘ － １） ≥ ０ 的 ｘ 的取值范围是（　 　 ） ．

Ａ．［ － １，１］ ∪ ［３， ＋ ∞）　
Ｂ．［ － ３， － １］ ∪ ［０，１］
Ｃ．［ － １，０］ ∪ ［１， ＋ ∞）
Ｄ．［ － １，０］ ∪ ［１，３］
解 　 因为 ｆ（ｘ） 是定义在Ｒ上的奇函数，根据中

心对称，如图 １，由 ｘｆ（ｘ － １） ≥ ０ 得：
ｘ ≤ ０，
ｆ（ｘ － １） ≤ ０，{ 或

ｘ ≥ ０，
ｆ（ｘ － １） ≥ ０，{

图 １

即
ｘ ≤ ０，
－ ２ ≤ ｘ － １ ≤ ０．{

或
ｘ ≥ ０，
０ ≤ ｘ － １ ≤ ２．{
解得： － １ ≤ ｘ ≤ ０

或 １ ≤ ｘ ≤ ３，故选 Ｄ．
评注 　 由于奇函

数图象关于原点对称，于是本题利用对称的思想方

法， 可帮助学生迅速找到解题思路，从而提高数学

解题的准确率．
２　 利用轴对称解题

例 ３　 已知 ｘ － ｙ － ２ ＝ ０， 求函数 ｆ（ｘ） ＝

２ｘ２ － ８ｘ ＋ １０ ＋ ２ｘ２ － ４ｘ ＋ １０ 的最小值．
解 　 如图 ２，设 Ｐ（ｘ，ｙ） 为直线 ｌ：ｘ － ｙ － ２ ＝ ０

上任意一点，即 ｘ ＝ ｙ ＋ ２，ｆ（ｘ） ＝ ２ｘ２ － ８ｘ ＋ １０ ＋

２ｘ２ － ４ｘ ＋ １０ ＝ （ｘ － １） ２ ＋ （ｘ － ３） ２ ＋

图 ２

（ｘ ＋ １） ２ ＋ （ｘ － ３） ２ ＝

（ｘ － １） ２ ＋ （ｙ － １） ２ ＋

（ｘ ＋ １） ２ ＋ （ｙ － １） ２ ，
设 Ａ（ － １，１），Ｂ（１，１） ． 求
得 Ｂ 关 于 ｌ 的 对 称 点

Ｂ１（３， － １）， 则 ｆ（ｘ） ＝
ＰＡ ＋ ＰＢ ＝ ＰＡ ＋
ＰＢ１ ≥ ＡＢ１ ＝ ２ ５ ．

故［ ｆ（ｘ）］ｍｉｎ ＝ ２ ５ ．
评注 　 有些问题需要通过变形或挖掘，才能揭

开它的神秘的面纱，本题通过变形发现两个根式其

实就是两个两点间的距离，巧用对称思想，问题则迎

刃而解．
例 ４　 （２０１２ 年高考新课标理） 设点 Ｐ 在曲线

ｙ ＝ １
２
ｅｘ 上，点 Ｑ 在曲线 ｙ ＝ ｌｎ（２ｘ） 上，则 ＰＱ 的最

小值为（　 　 ） ．

Ａ．１ － ｌｎ２　 　 　 Ｂ． ２ （１ － ｌｎ２）

Ｃ．１ ＋ ｌｎ２　 　 　 Ｄ． ２ （１ ＋ ｌｎ２）

图 ３

解 　 因为函数 ｙ ＝
１
２
ｅｘ 与函数 ｙ ＝ ｌｎ（２ｘ）

是互为反函数， 其图象

关于直线 ｙ ＝ ｘ 对称，如
图 ３，分别在两曲线上点

Ｐ、Ｑ 之间的最小距离就

是曲线 ｙ ＝ １
２
ｅｘ 上的点

Ｐ ｘ， １
２
ｅｘæ

è
ç

ö

ø
÷ 到直线 ｙ ＝ ｘ 的距离的两倍，点 Ｐ 到直线

ｘ － ｙ ＝ ０ 的距离 ｄ ＝

１
２
ｅｘ － ｘ

２
．

设 ｆ（ｘ） ＝ １
２
ｅｘ － ｘ， 令导函数 ｆ＇（ｘ） ＝ １

２
ｅｘ － １ ＝

０，求得 ｘ ＝ ｌｎ２．当 ｘ∈（ － ∞，ｌｎ２） 时，函数 ｆ（ｘ） 单调

递减，当 ｘ∈（ｌｎ２， ＋ ∞） 时，函数 ｆ（ｘ） 单调递增，所
以函数 ｆ（ｘ） 在 ｘ ＝ ｌｎ２ 处取得最小值．即［ ｆ（ｘ）］ｍｉｎ ＝

ｆ（ｌｎ２） ＝ １ － ｌｎ２．所以 ｄｍｉｎ ＝ １ － ｌｎ２
２

． 所以 ＰＱ ｍｉｎ ＝

２·１ － ｌｎ２
２

＝ ２ １ － ｌｎ２( ) ． 故选 Ｂ．

评注 　 本题求解的关键是要观察出这两个函

数是互为反函数，其图象关于直线 ｙ ＝ ｘ对称．本题的

解法告诉我们，有效地借用对称性思想，不但能够避

免解题的繁琐，而且还能够发散学生的思维，培养学

生的创新能力，激发学生学习数学的兴趣．
３　 利用平面对称解题

例 ５　 三个边长为 １２的正方形都被连接两条相

邻边的中点的直线分成 Ａ，Ｂ 两片，如图 ４ 所示，把这

六片粘在一个正六边形的外面，如图 ５ 所示，然后折

成一个多面体，则这个多面体的体积是 ．
　 　 解 　 如图 ５，每个 Ｂ片的两侧都是 Ａ片，要将其

７３
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粘合在一起就是要将三个直角顶点和边粘合在一

起，其中点 Ｓ 就是图 ５ 中 Ｎ，Ｌ，Ｈ 三个点重合在一起

的点．折成一个多面体如图 ６， 如果注意到将图中

ＱＹ，ＰＸ 延长必交于一点，得一正方形，可将原几何

体补形成如图 ７ 所示的正方体，正方体两部分关于

平面 ＸＹＺ 对称．其体积恰为一个棱长为 １２ 的正方体

体积的一半，即 Ｖ ＝ １
２

× １２３ ＝ ８６４．

图 ４　 　 　 　 　 图 ５　 　 　 　 　 　 图 ６

图 ７　 　 　 　 　 　 　 图 ８

评注 　 本题中数学问题只具备对称性问题的

一部分，根据问题的特征，将其补全为具有空间对称

的问题，从而寻找到巧妙别致的解题思路．当然本题

也可通过另外补形求解，由于 ＰＸ ∥ ＳＱ，ＰＸ ＝ １
２
ＳＱ，

则延长 ＳＰ，ＹＸ 必交于一点，从而可将原几何体补形

成如图 ８所示的有三条长为 １８且两两互相垂直的棱

所组成的正三棱锥，原几何体的体积为一个大的正

三棱锥的体积减去三个相等的小正三棱锥的体积．

即 Ｖ ＝ １
３
· １

２
× １８２æ

è
ç

ö

ø
÷ × １８ － １

３
· １

２
× ６２æ

è
ç

ö

ø
÷ × ６

× ３ ＝ ８６４．显然这种解法没有利用对称思想方法简捷．
例 ６　 在６０° 的二面角 α⁃ｌ⁃β 内一点 Ｐ到两个半

平面的距离分别为２和３，且Ｍ，Ｎ分别是平面α，β内

任意两点，则 △ＭＮＰ 周长的最小值是 ．
解 　 设点 Ｐ关于平面 α 的对称点为 Ｐ１，关于平

面 β 的对称点为 Ｐ２，连接 Ｐ１，Ｐ２ 交平面 α 于Ｍ，交平

面 β 于 Ｎ，如图 ９，是二面角的一个截面图，由对称性

ＭＰ ＝ ＭＰ１，ＮＰ ＝ ＮＰ２，此时 △ＭＮＰ 周长为 ＭＰ ＋ ＮＰ
＋ ＭＮ ＝ ＭＰ１ ＋ ＮＰ２ ＋ ＭＮ≥ Ｐ１Ｐ２， △ＭＮＰ周长的最

小值等于 Ｐ１、Ｐ２ 两点间的距离．此时 ＰＰ１ ＝ ４，ＰＰ２ ＝

６，∠Ｐ１ＰＰ２ ＝ １２０°，所以 Ｐ１Ｐ２
２ ＝ ＰＰ１

２ ＋ ＰＰ２
２ － ２ＰＰ１

·ＰＰ２ｃｏｓ∠Ｐ１ＰＰ２ ＝ ４２ ＋ ６２ － ２ × ４ × ６ × ｃｏｓ １２０° ＝

图 ９

７６， 所以 Ｐ１Ｐ２ ＝ ２ １９ ． 故
△ＭＮＰ 周 长 的 最 小 值 是

２ １９ ．
评注 　 本题的解法向我

们展示了运用对称思想解

题，不仅给我们解决数学问

题带来了方便， 更使我们充

分感受到了数学的独特美，
有助于拓展学生的思维空间，同时也彰显了数学的

永恒魅力！
４　 利用图形的对称特征解题

例 ７　 （２００９ 年高考安徽卷） 给定两个长度为 １

的平面向量ＯＡ→和ＯＢ→，它们的夹角为１２０°，如图所示．

点 Ｃ在以 Ｏ为圆心的圆弧 ＡＢ上变动．若ＯＣ→ ＝ ｘ ＯＡ→ ＋

ｙ ＯＢ→，其中 ｘ，ｙ ∈ Ｒ，则 ｘ ＋ ｙ 的最大值是 ．

图 １０

解 　 如图 １０，当点

Ｃ 移到点 Ａ 时，ｘ ＝ １，ｙ ＝
０，ｘ ＋ ｙ ＝ １ ；

当点 Ｃ移到点 Ｂ时，
ｘ ＝ ０，ｙ ＝ １，ｘ ＋ ｙ ＝ １；

可见点 Ｃ 移到圆弧

ＡＢ的端点时，ｘ ＋ ｙ的值是相等的，由于本题求的是 ｘ
＋ ｙ 的最大值，根据图形的对称性，应该是点 Ｃ 在圆

弧 ＡＢ中点时，ｘ ＋ ｙ取得最大值．当 Ｃ在圆弧 ＡＢ的中

点时，四边形 ＯＡＣＢ 为菱形，ＯＣ→ ＝ ＯＡ→ ＋ ＯＢ→，所以 ｘ ＝
１，ｙ ＝ １，ｘ ＋ ｙ ＝ ２．故 ｘ ＋ ｙ 的最大值是 ２．

评注 　 本题图形对称特征明显，不难让我们联

想到利用对称思想解题．对称是客观世界的一个侧面

的反映，不仅具有很高的美学价值，更重要的它还是

一种思想方法，本题的巧妙解法就是一个很好的例证．

图 １１

例 ８　 （２０１７ 全国 １ 卷

理） 已知 Ｆ为抛物线 Ｃ ：ｙ２

＝ ４ｘ 的焦点，过 Ｆ 作两条

互相垂直的直线 ｌ１，ｌ２，直

线 ｌ１ 与曲线 Ｃ 交于 Ａ，Ｂ 两

点， 直线 ｌ２ 与曲线 Ｃ 交于

Ｄ，Ｅ 两 点， 则 ＡＢ ＋
ＤＥ 的最小值为（　 　 ） ．

Ａ．１６ 　 　 Ｂ．１４
Ｃ．１２ 　 　 Ｄ．１０

８３
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国
解 　 如图 １１，当直线 ｌ１ 或 ｌ２ 的倾斜角趋向于 ０

时， ＡＢ ＋ ＤＥ →＋ ∞，根据图形的对称性，故当

直线 ｌ１，ｌ２ 的倾斜角分别为 １３５°，４５° 时 ＡＢ ＋

ＤＥ 的值最小．此时， ＡＢ ＝ ＤＥ ＝ ２ｐ
ｓｉｎ２４５°

＝ ４

２
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＝ ８，所以 ＡＢ ＋ ＤＥ[ ] ｍｉｎ ＝ １６，故选 Ａ．
评注 　 本题中的直线 ｌ１ 和 ｌ２ 是动态的，当直线

ｌ１ 的倾斜角变小时，弦 ＡＢ 长度变大，而直线 ｌ１ 和 ｌ２
变化是同等的，根据对称性，只有当直线 ｌ１ 和 ｌ２ 关于

ｘ 轴对称时， ＡＢ ＋ ＤＥ 方可取得最小．
５　 利用代数式的对称性解题

例 ９　 （２０１２ 年全国高中数学联赛甘肃省预赛

试题） 设函数 ｆ：Ｒ→ Ｒ， 满足 ｆ（０） ＝ １， 且对任意 ｘ、
ｙ ∈Ｒ，都有 ｆ（ｘｙ ＋ １） ＝ ｆ（ｘ） ｆ（ｙ） － ｆ（ｙ） － ｘ ＋ ２， 则

ｆ（ｘ） ＝ ．
解 　 因为对任意 ｘ、ｙ ∈ Ｒ 有 ｆ（ｘｙ ＋ １） ＝

ｆ（ｘ） ｆ（ｙ） － ｆ（ｙ） － ｘ ＋ ２，①
根据 ｘ、ｙ 的任意性，将 ｘ、ｙ 互换得：ｆ（ｘｙ ＋ １） ＝

ｆ（ｙ） ｆ（ｘ） － ｆ（ｘ） － ｙ ＋ ２，②
由 ① 与 ② 相减得：ｆ（ｘ） ＋ ｙ ＝ ｆ（ｙ） ＋ ｘ， 令 ｙ ＝

０ 得，ｆ（ｘ） ＝ ｘ ＋ １．
评注 　 式子 ｆ（ｘｙ ＋ １） ＝ ｆ（ｘ） ｆ（ｙ） － ｆ（ｙ） － ｘ ＋

２，中 ｘ、ｙ 只有任意性，但不具备对称性，将 ｘ、ｙ 互换

得到 ｆ（ｘｙ ＋ １） ＝ ｆ（ｙ） ｆ（ｘ） － ｆ（ｘ） － ｙ ＋ ２，①、② 这

两个式子具有对称性．可见有些数学问题只具备对

称性问题的一部分或根本不具备对称性的问题，我
们可通过类比、构造或变换为对称问题，再巧用对称

思想使问题获解．
例 １０　 （２０１３ 年河南省预赛试题） 已知 ｘ、ｙ ∈

Ｒ，则 ｆ（ｘ，ｙ）＝ ｘ２ ＋ ｘｙ ＋ ｙ２ － ｘ － ｙ的最小值是 ．
解 　 若将 ｙ视为定值，当 ｘ→∞ 时，ｆ（ｘ，ｙ） →＋

∞；若将 ｘ 视为定值，当 ｙ → ∞ 时，ｆ（ｘ，ｙ） →＋ ∞；
根据代数式中 ｘ，ｙ 的对称性，应该在 ｘ ＝ ｙ 时，

ｆ（ｘ，ｙ） 取得最小值．
此时 ｆ（ｘ，ｙ） ＝ ｘ２ ＋ ｘｙ ＋ ｙ２ － ｘ － ｙ ＝ ３ｘ２ － ２ｘ，当

ｘ ＝ １
３

时，［ ｆ（ｘ，ｙ）］ｍｉｎ ＝ － １
３
．

评注 　 观察发现本题中 ｘ、ｙ 互换，解析式是不

变的，可见 ｘ、ｙ具有对称性．我们说对称，不仅是图形

的对称，还有式子、子母等对称．如果我们能发现或

挖掘问题中的对称特征， 给解题会带来意想不到的

神奇效果！

６　 利用对称原理解题

例 １１　 将三个相同的红球和三个相同的黑球

排成一排，然后从左至右依次给它们赋以编号 １，２，
…，６．则红球的编号之和小于黑球编号之和的排法

有多少种？

解 　 由题意，全部的排列办法有：
Ａ６

６

Ａ３
３Ａ３

３

种，因为

红球和黑球编号之和没有相等的，只有红球的编号

之和小于黑球的编号之和、红球的编号之和大于黑

球的编号之和两种情形，且两种情形是同等的．利用

对称思想，红球的编号之和小于黑球编号之和的排

法共有： １
２
·

Ａ６
６

Ａ３
３Ａ３

３

＝ １０ 种．

评注 　 本题中的红球和黑球除颜色外没有什

么区分，“地位” 相同，因而联想到利用对称思想解

题．在排列与组合教学中，启发学生用对称思想思考

数学问题是很有必要的，这对增强学生解决数学问

题的能力、启迪心智都大有裨益．
例 １２　 已知 ｘｉ ≥０（ ｉ ＝ １，２，…，ｎ） 且 ｘ１ ＋ ｘ２ ＋

… ＋ ｘｎ ＝ π，则 ｓｉｎｘ１ ＋ ｓｉｎｘ２ ＋ … ＋ ｓｉｎｘｎ 的最大值是

．
解 　 显然式子中 ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ 具有同等的“地

位”，即有对称性，观察 ｓｉｎｘ１ ＋ ｓｉｎｘ２ 可知：因为 ｓｉｎｘ１

＋ ｓｉｎｘ２ ＝ ２ｓｉｎ
ｘ１ ＋ ｘ２

２
·ｃｏｓ

ｘ１ － ｘ２

２
只有在 ｘ１ ＝ ｘ２ 时

才能取得最大值，即当 ｘ１ ≠ ｘ２时，ｓｉｎｘ１ ＋ ｓｉｎｘ２ 不可

能取得最大值，于是由对称性可知，在 ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ

中，只要有两数不等，ｓｉｎｘ１ ＋ ｓｉｎｘ２ ＋ … ＋ ｓｉｎｘｎ 就不

会取得最大值，所以当 ｘ１ ＝ ｘ２ ＝ … ＝ ｘｎ 时，ｓｉｎｘ１ ＋

ｓｉｎｘ２ ＋ … ＋ ｓｉｎｘｎ 有最大值 ｎｓｉｎ π
ｎ
．

评注 　 当出现了等可能性情况时我们考虑对

称法，不只是两个元素，当出现多个元素时也适用．
综上，我们强调的“对称” 应该是广义的，即，既

要重视“形” 的对称性，更要发挥“思想方法” 的对称

性，后者有更广泛的应用价值．但对称思想并不是万

能的，它只是启发我们在解决问题时，多一种角度，
多一种思路．
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