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　　作者简介：花奎，江苏仪征人，大学 本 科．江 苏 省 高 中 数

学特级教师，中学 正 高 级 教 师．近 年 来，在《上 海 教 育 科 研》

《数学通报》等刊物发表文章４０余 篇，其 中 有 多 篇 文 章 被 中

国人民大学书报资料中心全文转载．在长期 的 教 学 实 践 中，

逐渐形成了“问题驱动、自然变式、微型探究”的教学模式．

１　 基本情况

１．１　 教材分析

所用教 材 为《普 通 高 中 课 程 标 准 实 验 教 科

书·数学（选修２－１）》（苏教版）．本节课为第２章

第２．５节“圆锥曲线 的 统 一 定 义”．圆 锥 曲 线 在 现

实世界、社会生活中有着广泛的应用，因此圆锥曲

线是一个很重要的数学模型．本章先从整体上认

识圆锥曲线概念，了解椭圆、双曲线、抛物线的内

在关系，再通过统一定义从总体上进 一 步 认 识３
种圆锥曲线的关系．“圆锥曲线的统一定义”从更

高的层次上揭示了圆锥曲线之间的内在联系，使

学生充分感受数学的内在的、和谐的美，并且通过

对研究过程的反思，培养欣赏美、发现美的能力和

意识，提高数学审美能力．
１．２　 学情分析

学生此前 已 研 究 了３种 圆 锥 曲 线 的 几 何 性

质，并建构了研究３种曲线的方法体系，本节课将

通过对３种圆锥曲线的共同特性的研究建立统一

的定义，从知识上完善圆锥曲线的定义，从研究方

法上系统领会解析几何的研究思路．笔者所任教

班级的学生来自四星级高中普通班，基础较好，有
一定的问 题 意 识、探 究 能 力、推 理 能 力 及 运 算 能

力．在平时的教学中，就有学生提出能否将３种圆

锥曲线统一定义．基于此，本节课笔者想让学生在

经历“问题提出、提出猜想、验证猜想、应用结论”
的微型探究教学活动中培养数学素养，养成良好

的思维习惯．
１．３　 教学目标

（１）了解 圆 锥 曲 线 的 统 一 定 义；理 解 圆 锥 曲

线的准线的概念，掌握标准方程下的圆锥曲线准

线方程；（２）经 历“问 题 提 出、提 出 猜 想、验 证 猜

想、应用结论”的数学探究活动，体验圆锥曲线的

之间的内在联系，提升欣赏美、发现美的能力，感

受数学发现和创造的快乐．
１．４　 教学重点、难点

重点：圆锥曲线统一定义的生成、理解、应用；
难点：圆锥曲线的统一定义的生成．

２　 教学过程

２．１　 创设情境，提出中心问题

　 图１

古 希 腊 数 学 家 阿

波 罗 尼 斯 采 用 平 面 切

割圆锥（图１）的方法研

究 了 圆 及 椭 圆、双 曲

线、抛 物 线．由 于 椭 圆、
双曲线、抛 物 线 均 是 平

面截圆锥而得到，教材中将这三类曲线定义为圆

锥曲线．（让学生观看用平面切割圆锥的动画）
提出中心问题：椭圆、双曲线、抛物线既然都

叫圆锥曲线，从整体、统一、和谐的角度思考，它们

是否有一个统一的定义呢？

２．２　 定义比较，提出猜想

问题１　 比较椭圆、双曲线、抛物线的定义，
它们有相似和相异之处吗？

（１）平面内到两个定点Ｆ１，Ｆ２ 的距离之和等

于常数（大于Ｆ１Ｆ２）的点的轨迹叫作椭圆．
（２）平面内到两个定点Ｆ１，Ｆ２ 的距离之差的

绝对值等于常数（小于Ｆ１Ｆ２）的点的轨迹叫作双

曲线．
（３）平面内到一个定点Ｆ 和一条定直线ｌ（Ｆ

不在ｌ上）的距离相等的点的轨迹叫作抛物线．
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学生通 过 思 考 讨 论 会 得 出 如 下 结 论：（１）都

是两个距离的 关 系；（２）椭 圆 和 双 曲 线 定 义 中 是

到两个定点（焦点）的距离的关系，而抛物线定义

中是到定点（焦点）的距离与到定直线（准线）的

距离的关系．
问题２　 如果它们的定义能统一，是都用到

两定点的距离关系来定义，还是都用到一定点的

距离和到一定直线的距离的关系来定义呢？猜想

一下，用哪个更合理？为什么？

学生通过探究讨论得出如下结论：如果它们

的定义能统一，那么用到一定点Ｆ 的距离和到一

定直线ｌ的距离 的 关 系 来 定 义 更 合 理，定 点 可 能

是一个焦点．因为抛物线只有一个焦点．
２．３　 微型探究，生成定义

·微型探究活动１——— 椭圆为例，验证猜想

问题３　 以椭圆为例，椭圆上任意一点到一

个定点的距离和到一定直线ｌ的距离是否存在某

种数量关系呢？

师：首先，我们以椭圆ｘ
２

ａ２＋
ｙ２

ｂ２＝
１（ａ＞ｂ＞０）

为例，椭圆上任意一点Ｍ（ｘ，ｙ）到一个定点的距

离和到一定直线ｌ的距离存在什么数量关系呢？

生１：我认为这个定点可以选一个焦点，定直

线应是垂直于ｘ轴的一条直线．
师：有理由吗？

生１：由抛物线ｙ２＝２ｐｘ的定义中定点是焦点

Ｆ ｐ
２
，０（ ），定直线为ｘ＝ －

ｐ
２
，类比联想，从而猜想

椭圆中这条定直线也应是垂直于ｘ轴的一条直线．
师：很 好！ 既 是 大 胆 的 猜 想，也 是 合 情 合 理

的．现在不妨设ｘ＝ｍ（常数），请大家分别计算一

下Ｍ（ｘ，ｙ）到一个焦点的距离及到直线ｘ＝ｍ的

距离，看有何发现？

（学生计算）
生２：我取了定点为右焦点Ｆ（ｃ，０），则ＭＦ＝

（ｘ－ｃ）２＋ｙ槡 ２ 与ｄ＝｜ｘ－ｍ｜，但没能发现关

系 ……

师：ＭＦ＝ （ｘ－ｃ）２＋ｙ槡 ２ 与ｄ＝｜ｘ－ｍ｜的

差异在哪呢？能否减少它们的差异呢？

生２： （ｘ－ｃ）２＋ｙ槡 ２ 有两个变量，而｜ｘ－
ｍ｜只有一个变量．我知道了，可以消元．即有下

述过程：因为ｘ
２

ａ２＋
ｙ２

ｂ２＝
１，所以ｙ２＝ｂ２　１－

ｘ２

ａ２（ ），故
ＭＦ＝ （ｘ－ｃ）２＋ｙ槡 ２＝ （ｘ－ｃ）２＋ｂ２　１－

ｘ２

ａ２（ ）槡

＝
ｃ２

ａ２
ｘ２－２ｃｘ＋ａ槡 ２ ＝

ｃ
ａ ｘ－

ａ２

ｃ ．可 以 发 现，

只要常数ｍ＝
ａ２

ｃ
，ＭＦ＝

ｃ
ａ
·ｄ，椭圆ｘ

２

ａ２＋
ｙ２

ｂ２＝
１上

任意一点Ｐ（ｘ，ｙ）到定点Ｆ（ｃ，０）的距离与到直

线ｌ：ｘ＝
ａ２

ｃ
的距离之比是常数ｃ

ａ
，这个常数就是

离心率．
师：很好！还有其他发现吗？

生３：我取的定点为左焦点Ｆ（－ｃ，０），找到了

定直线ｌ：ｘ＝－
ａ２

ｃ
，发现椭圆ｘ

２

ａ２＋
ｙ２

ｂ２＝
１上任意

一点Ｐ（ｘ，ｙ）到定点Ｆ（－ｃ，０）的距离和到直线

ｌ：ｘ＝－
ａ２

ｃ
的距离之比是常数ｃ

ａ．

师：太好了！类似抛物线，我们可以将直线ｘ

＝±
ａ２

ｃ
定义为椭圆的准线（图２），通过大家探究

发现，椭圆上任意一点到一个定点（焦点）的距离

和到一 定 直 线ｌ（相 应 准 线）的 距 离 之 比 是 常 数

ｃ
ａ
（离心率）．

　　　 图２　　　　　　　　　 图３　

问题４　 反之，平面内到一个定点Ｆ的距离

与到一定直线ｌ的距离之比是一个常数（小于１）
点的轨迹是椭圆吗（图３）？

生众：可以举几个例子看看．
师：不错的想法！ 我们用几何画板来演示观

察一下！（通过演示发现点的轨迹是椭圆）
师：我们直观感觉点的轨迹是椭圆．如何来证

明呢？

生４：可以求点的轨迹方程，看是否是椭圆的

方程．
师：太好了！ 要求点的轨迹方程，就要建系．

那么如何建系呢？

生４：以定点为原点，垂直定直线ｌ的直线为

ｘ轴．
师：这样建系是可以的，但如果点的轨迹真是

椭圆的话，你得到的轨迹方程是不是最简单的？

生４：应该不是．
师：那怎么建系，可以使得到的方程最简单？

·２· 　　　　　　　　　　　 　　　中学数学月刊　　　　　　　 　　　　　２０１９年第６期



（生４不能答出，让学生讨论２分钟）
生５：根据问题４的探究，可以过定点Ｆ 且垂

直定直线ｌ的直线为ｘ轴，设常数为ｃ
ａ
（ａ＞ｃ＞

０），适当取原点，使定点Ｆ 坐标为（ｃ，０），定直线ｌ

的方程为ｘ＝
ａ２

ｃ．

师：非常好的想法．问题４就转化为“已知点

Ｍ（ｘ，ｙ）到定点Ｆ（ｃ，０）的距离与它到定直线ｌ：

ｘ＝
ａ２

ｃ
的距离的比是常数ｃ

ａ
（ａ＞ｃ＞０），求点Ｍ

的轨迹．”现在尝试解决一下．
不 一 会 儿，学 生 都 得 到 如 下 过 程：由

（ｘ－ｃ）２＋ｙ槡 ２

ｘ－
ａ２

ｃ

＝
ｃ
ａ
，得（ｘ－ｃ）２＋ｙ２＝（

ｃ
ａｘ－

ａ）２，即（ａ２－ｃ２）ｘ２＋ａ２　ｙ２＝ａ２（ａ２－ｃ２）．令ｂ２＝

ａ２－ｃ２ ＞０，方程可化为ｘ
２

ａ２＋
ｙ２

ｂ２＝
１．

师：苦尽甘来呀！平面内到一个定点Ｆ 的距

离与到一定直线ｌ的距离 之 比 是 一 个 常 数（小 于

１）点的轨迹是椭圆．
·微型探究活动２——— 变式探究，异曲同工

师：通过我们刚才的探究，我们已经知道椭圆

可以用“平面内到一个定点Ｆ 的距离与到一定直

线ｌ的距离之比是一个常数（小于１）点的轨迹”来

定义．那么双曲线呢？ 怎样研究呢？ 谁来说说研

究方案？

生６：根据椭圆的研究方法，可以研究以下两

个问题：（１）双曲线ｘ
２

ａ２－
ｙ２

ｂ２＝
１（ａ＞０，ｂ＞０）上

任 意 一 点 Ｍ（ｘ，ｙ）到 一 个 定 点 Ｆ（ｃ，０）（或

Ｆ（－ｃ，０））的距离与到一定 直 线ｌ：ｘ＝
ａ２

ｃ
（或ｘ

＝－
ａ２

ｃ
）的距离之比是否为常数ｃ

ａ
？（２）已知点

Ｍ（ｘ，ｙ）到定点Ｆ（ｃ，０）的距离与它到定直线ｌ：

ｘ＝
ａ２

ｃ
的距离的比是常数ｃ

ａ
（ｃ＞ａ＞０），求点Ｍ

的轨迹．
师：很不错的方案！大家尝试一下！（学生很

快完成）
师：太 好 了！ 现 在 回 到 本 课 的 中 心 问 题，椭

圆、双曲线、抛物线如何统一定义呢？

经过学生讨论修正：平面内到一定点Ｆ 与到

一条定直线ｌ（点Ｆ 不在直线ｌ上）的距离之比为

常数ｅ的点的轨迹叫圆锥曲线．当０＜ｅ＜１时，
它表示椭圆；当ｅ＞１时，它表示双曲线；当ｅ＝１
时，它表示抛物线．其中ｅ是圆锥曲线的离心率，
定点Ｆ 是圆锥曲线的焦点，定直线ｌ是圆锥曲线

的准线．
根据图形的对称性可知，椭圆和双曲线都有

两条准线，对于中心在原点、焦点在ｘ轴上的椭圆

或双曲线，与焦点Ｆ１（－ｃ，０），Ｆ２（ｃ，０）对应的准

线方程分别为ｘ＝－
ａ２

ｃ
，ｘ＝

ａ２

ｃ
；焦点在ｙ轴上的

椭圆或双曲线，与焦点Ｆ１（０，－ｃ），Ｆ２（０，ｃ）对应

的准线方分别为ｙ＝－
ａ２

ｃ
，ｙ＝

ａ２

ｃ．

２．４　 尝试应用，形成经验

不同的学生的认知水平和思维能力总是存在

差异的．为了保证不同层次的学生在夯实基础的

前提下都得到相应的发展，我编选了两组课内例

习题．例１的设计目的是让学生掌握标准方程下的

圆锥曲线准线方程求法；例２及其变式是加深学生

对圆锥曲线统一定义的理解，体现数形结合思想．
例１　 求下列曲线的准线方程，并画出草图：
（１）２５ｘ２＋１６ｙ２＝４００；（２）ｘ２－８ｙ２＝３２；

（３）ｙ２＝１６ｘ；（４）
ｙ２

９－
ｘ２

１６＝
１．

例２　已知动点Ｐ（ｘ，ｙ）满足５ （ｘ－１）２＋（ｙ－２）槡 ２

＝｜３ｘ＋４ｙ＋１２｜，则满足条件的点Ｐ所构成的曲

线是 　　　　　．

变式１　已知动点Ｐ（ｘ，ｙ）满足５ （ｘ－１）２＋（ｙ－２）槡 ２

＝｜３ｘ＋４ｙ－１１｜，则点Ｐ的轨迹是 　　　　　．

变式２　已知动点Ｐ（ｘ，ｙ）满足ｍ （ｘ－１）２＋（ｙ－２）槡 ２

＝｜３ｘ＋４ｙ＋１２｜，此方程表示的轨迹是椭圆，则
ｍ 的取值范围是 　　　　　．
２．５　 总结提升，布置作业（略）

３　 回顾与反思

３．１　 教学设计立意

遵循由旧到新的发展原则，通过简要复习本

章２．１的内容，提出本节课的中心问题，重点比较

３种圆锥曲线的定义，为学生探究统 一 定 义 指 明

方向．然后类比抛物线的定义，提出猜想，基于学

生的经验组织学生开展微型探究、验证猜想，充分

发挥学生学习的主动性．让学生在探究活动中体

验圆锥曲线之间的内在联系，培养欣赏美、发现美

的能力，感受数学发现和创造的快乐．同时发展学

生的推理能力和运算能力．编选了两组课内例习

题，保证不同层次的学生在夯实基础的前提下都
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得到相应的发展，实现教学目标，提高教学的针对

性和有效性．
３．２　 教学反思

（１）师生教材需对话

通过对教材的研读，觉得有以下几点困惑需

要解决．首先，教材 第５０页 的 抛 物 线 定 义 为 “抛

物线是平面内到一个定点Ｆ和到一条定直线ｌ（Ｆ
不在ｌ上）的距离相等的点的轨迹．”而教材中提

出“当这个比值是一个不等于１的常数时，动点Ｐ
的轨迹 又 是 什 么 曲 线 呢？”这 一 问 题 预 设 太 明

显，是设好的圈套让学生钻进去，学生却不知为何

要钻进去．其次，教材中通过观察几何画板的演示

可以得到：当常数是１
２

时，得到的是椭圆；当常数

等于２时，得到的是双曲线．这在本质上还是教师

所给予的，因为动画的演示几乎没有学生的思维

参与．再次，教材利用椭圆标准方程推导过程中的

ａ２－ｃｘ＝ａ （ｘ－ｃ）２＋ｙ槡 ２，学生普遍感觉陌生，
式子的给出感觉突然．学生容易联想到方程，却不

可能去联想标准方程的推导过程．因此，这其实也

还是老师给予了这个发现．
基于上述困惑，本教学提出中心问题：椭圆、

双曲线、抛物线既然都叫圆锥曲线，从整体的、统

一的、和谐的角度思考，它们是否有一个统一的定

义呢？让学生比较三种曲线的定义，提出合理的

猜想，开展微型探究，验证猜想．这样做让知识生

成得更自然．通过教师的引导，学生参与探索，零

距离地感受到圆锥曲线统一定义的形成不是“无

本之木，无源之水”，而是在已有知识的基础上自

然形成的，这样的教学能促使学生创新能力的发

展，提高学习数学的兴趣．《国家基础教育课程改

革指导纲要》明确提出了“用教材教”而不是“教

教材”的新观 念．使 用 教 材 的 目 的 是 实 现 教 学 目

标，而不是教完教材．教材是为教学服务的，而不

是用来束缚限制教学的．教师应当从教学的实际

出发灵活地、创造性地使用教材，而不应甘作教材

的奴隶．教师要和学生对话，要和教材对话，必须

客观求实地看待教材，自主创新地选择、组织和使

用教材．
（２）教学设计当有问题引领

教学过程是一种提出问题、解决问题的持续

不断的过程．问题是数学的心脏，让思维从问题开

始，思维活动又形成新的问题，这种递进式的问题

引领着学生思考，也为学生搭起了支架，指明了探

究的方向．当 然 问 题 要 针 对 学 生 思 维 的 最 近 发 展

区提出，才能促进学生的发展．本节课从古希腊数

学家阿波罗尼斯采用平面切割圆锥出发，自然提

出中心问题（也是学生心理需求），并比较三种曲

线的定义，让学生自主发现三种曲线的定义有共

性，具有统一的可能性提出猜想，再利用“从特殊

到一般”的研究方法提出了新问题：椭 圆 上 任 意

一点到一个定点的距离和到一定直线ｌ的距离是

否存在某种数量关系呢？这为探究进一步指明了

方向．再从数学的完备性考虑，又提出了 新 问 题：
反之，平面内到一个定点Ｆ 的距离与到一定直线

ｌ的距离之比是一个常数（小于１）点的轨迹是椭

圆吗？这些问题环环相扣，不断促进学生的思维

深入，引领学生学会探究．
（３）适当开展微型探究

教材中 多 采 用“定 义（概 念）— 性 质 — 定

理 — 应用”的演绎体系呈现概念（或定理），希望

学生学习概念后再解决问题，并通过解决问题进

一步理解和掌握概念（或定理）．这样的演绎体系

有利于学生知识系统的形成，但同时也把有意义

的、鲜活的生成数学概念（或定理）的活动给掩盖

了，学 生 不 知 道 这 些 数 学 概 念（或 定 理）从 何 而

来、为何如此规定．荷兰数学教育家弗赖登塔尔称

此为“教学法的颠倒”．然而探究的教学要求较高，
学生容易走向盲目和肤浅，影响探究的方向、深度

和数学的本质．如果数学探究学习的方向偏了，便
失去了探究的意义，流于形式．因此，我们应抓住

数学的本原来开展微型探究活动，就是要让学生

在一系列数学问题的引领下来解决问题，在问题

解决过程中获得有价值的“副产品”——— 概念（或

定理）的不断抽象形式，从而把握概念（或定理）
的实质内涵．高中数学学习中总是要经常性地探

索一些数学的一般结论，这正是数学本质的一种

追寻过程．微型数学探究教学正是可以引导学生经

常性地反思问题的规律性，揭 示 问 题 的 一 般 性 特

征，抓住数学的本原，教会学生探究的一个方向．
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