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例解函数零点问题

江苏徐州市第三十五中学（２２１００３）　乔祥敏

　　函数与方程是高考中新增的知识点，而函数零点是
函数与方程中的重要知识之一．虽然函数与方程在考试
说明中是Ａ级要求，但由于函数的零点能与函数的图
像、性质、导数、三角函数等知识有机地结合在一起，可
以综合考查学生的数形结合思想、分类讨论思想、等价
转化思想和函数与方程思想，所以近些年高考中出现了
“零点热”．其试题类型主要有如何求函数零点、研究整
数零点、求函数零点所在范围、研究函数零点个数等．
一、求函数零点
函数ｆ（ｘ）的零点是使ｙ＝ｆ（ｘ）的值为０的实数ｘ

的值，即函数ｙ＝ｆ（ｘ）的零点就是方程ｆ（ｘ）＝０的实数
根，所以我们可以直接利用方程思想求出方程ｆ（ｘ）＝０
的根，从而解决函数零点问题．

【例１】　（２０１２年湖北高考试题）函数ｆ（ｘ）＝
ｘｃｏｓｘ２ 在区间［０，４］上的零点个数为（　　）．

Ａ．４　　Ｂ．５　　Ｃ．６　　Ｄ．７
解析：因为ｆ（ｘ）解析式是因式之积的形式，所以应

分类讨论其中的每个因式为０的情况，即可求出函数的
零点，从而确定函数零点个数．
解：因为ｘ＝０∈［０，４］，且ｆ（０）＝０，所以０是函数

ｆ（ｘ）的一个零点．
当ｘ≠０时，ｃｏｓｘ２＝０的解中的ｘ的值即ｆ（ｘ）在（０，

４］上的零点，令ｔ＝ｘ２，根据余弦函数可以近似作出ｙ＝

ｃｏｓｔ（ｘ＞０）的部分图像，如图１所示．因为９π２＜４
２＝１６＜

１１π
２
，由图１可知，在（０，４］上有 π２

、３π
２
、５π
２
、７π
２
、９π
２
使

ｃｏｓｘ２＝０成立，即ｆ（ｘ）＝０成立．
综上所述，函数ｆ（ｘ）＝ｘｃｏｓｘ２ 在区间［０，４］上的零

点有６个，故选Ｃ．
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图１
【例２】　（２００９年广东高考试题）已知二次函数ｙ＝

ｇ（ｘ）的导函数的图像与直线ｙ＝２ｘ平行，且ｙ＝ｇ（ｘ）在
ｘ＝－１处取得最小值 ｍ－１（ｍ≠０）．设函数ｆ（ｘ）＝
ｇ（ｘ）
ｘ ．

（１）若曲线ｙ＝ｆ（ｘ）上的点Ｐ到点Ｑ（０，２）的距离

的最小值为槡２，求ｍ的值；
（２）ｋ（ｋ∈Ｒ）如何取值时，函数ｙ＝ｆ（ｘ）－ｋｘ存在零

点，并求出零点．
解析：（１）由导函数和两直线平行关系等知识，可求

出二次项系数，再利用二次函数图像的对称性及最值等
知识求出一次项系数和常数项，即得函数ｙ＝ｇ（ｘ）的解

析式，然后利用ｆ（ｘ）＝ｇ
（ｘ）
ｘ
可得ｙ＝ｆ（ｘ）的解析式，利

用Ｐ、Ｑ两点之间的距离公式和基本不等式可以求出Ｐ、

Ｑ两点距离的最小值，从而得到ｍ的值；（２）要研究函数

ｙ＝ｆ（ｘ）－ｋｘ的 零 点，根 据 第 （１）问 可 得 函 数

ｙ＝ｆ（ｘ）－ｋｘ的解析式，利用等价转化的思想，可以把
函数ｙ＝ｆ（ｘ）－ｋｘ存在零点转化为方程根的问题，再利
用分类讨论的思想来解决．
解：（１）设ｇ（ｘ）＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ（ａ≠０），则ｇ′（ｘ）＝

２ａｘ＋ｂ，
由ｇ′（ｘ）的图像与直线ｙ＝２ｘ平行得２ａ＝２，即

ａ＝１，
又ｙ＝ｇ（ｘ）在ｘ＝－１处取得最小值ｍ－１（ｍ≠０），

所以－ｂ２＝－１
，且ｇ（－１）＝ａ－ｂ＋ｃ＝ｍ－１，则ｂ＝２，

ｃ＝ｍ，则ｆ（ｘ）＝ｇ
（ｘ）
ｘ ＝ｘ＋ｍｘ＋２

，

设Ｐ（ｘ０，ｙ０），则｜ＰＱ｜２＝ｘ２０＋（ｙ０－２）２＝ｘ２０＋（ｘ０＋
ｍ
ｘ０
）２＝２ｘ２０＋

ｍ２

ｘ２０
＋２　ｍ≥２　 ２　ｍ槡 ２＋２　ｍ，

所以２　 ２　ｍ槡 ２＋２　ｍ＝２，解得ｍ 槡＝± ２－１．
（２）由（１）知，函数ｙ＝ｆ（ｘ）－ｋｘ存在零点，即方程

（１－ｋ）ｘ＋ｍｘ＋２＝０
有实数根，故（１－ｋ）ｘ２＋２ｘ＋ｍ＝０

有非零实数根．
当ｋ＝１时，方程（１－ｋ）ｘ２＋２ｘ＋ｍ＝０的解为ｘ＝

－ｍ２
（ｍ≠０），则函数ｙ＝ｆ（ｘ）－ｋｘ有一个零点ｘ＝

－ｍ２
；

当ｋ≠１时，若 Δ＝４－４　ｍ（１－ｋ）＞０，则方程
（１－ｋ）ｘ２＋２ｘ＋ｍ＝０有两个不相等的实数解，

若ｍ＞０，则ｋ＞１－１ｍ
，

函 数 ｙ ＝ ｆ （ｘ）－ ｋｘ 有 两 个 零 点 ｘ ＝

－２± ４－４　ｍ（１－ｋ槡 ）
２（１－ｋ） ＝１± １－ｍ（１－ｋ槡 ）

ｋ－１
；

若ｍ＜０，则ｋ＜１－１ｍ
，
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函 数 ｙ ＝ ｆ （ｘ）－ ｋｘ 有 两 个 零 点 ｘ ＝

－２± ４－４　ｍ（１－ｋ槡 ）
２（１－ｋ） ＝１± １－ｍ（１－ｋ槡 ）

ｋ－１
；

当ｋ≠１时，若Δ＝４－４　ｍ（１－ｋ）＝０，即ｋ＝１－１ｍ
，

则方程（１－ｋ）ｘ２＋２ｘ＋ｍ＝０有一个解，即ｘ＝ １
ｋ－１＝

－ｍ，函数ｙ＝ｆ（ｘ）－ｋｘ有一个零点ｘ＝ １
ｋ－１＝－ｍ．

综上，当ｋ＝１时，函数ｙ＝ｆ（ｘ）－ｋｘ有一零点ｘ＝

－ｍ２
；

当ｋ＞１－１ｍ
（ｍ＞０）或ｋ＜１－１ｍ

（ｍ＞０）时，函数

ｙ＝ｆ（ｘ）－ｋｘ有两个零点ｘ＝１± １－ｍ（１－ｋ槡 ）
ｋ－１

；

当ｋ＝１－１ｍ
时，函数ｙ＝ｆ（ｘ）－ｋｘ有一零点ｘ＝

１
ｋ－１＝－ｍ．

二、研究整数零点
要求零点是整数，那么就必须先利用方程思想求出

零点，然后根据“零点为整数”这一性质，探求满足条件
的参数的值，最后再代入原方程进行检验．

【例３】　（２０１１年陕西理科高考试题）设ｎ∈Ｎ＋，一
元二次方程ｘ２－４ｘ＋ｎ＝０有整数根的充要条件是ｎ＝
　　　．
解析：本题中一元二次方程已知，可以直接利用求

根公式求出根，然后用完全平方数、整除等进行判断计
算．
解：由题意知Δ＝１６－４ｎ≥０，又因为ｎ∈Ｎ＋，所以ｎ

＝１、２、３、４，由求根公式得 ｘ＝４± １６－４槡 ｎ
２ ＝２±

４－槡 ｎ，因为 ｘ 是整数，即２± ４－槡 ｎ为整数，所以

４－槡 ｎ为整数，验证可知ｎ＝３、４符合题意；反之ｎ＝３、４
时，可推出一元二次方程ｘ２－４ｘ＋ｎ＝０有整数根，所以
一元二次方程ｘ２－４ｘ＋ｎ＝０有整数根的充要条件是
ｎ＝３或４．
三、研究函数零点所在范围
要研究函数零点所在的区间，通常是不便直接求出

零点，常用如下两种方法进行处理．第一，利用零点存在
性定理，考查函数图像与ｘ轴的交点；第二，把函数拆成
两个函数，从而利用两个图像交点来估计零点存在的范
围．

【例４】　（２０１１年山东高考试题）已知函数ｆ（ｘ）＝
ｌｏｇａｘ＋ｘ－ｂ（ａ＞０，且ａ≠１）．当２＜ａ＜３＜ｂ＜４时，函数

ｆ（ｘ）的零点ｘ０∈（ｎ，ｎ＋１），ｎ∈Ｎ＊，则ｎ＝　　　．
解析：函数ｆ（ｘ）＝ｌｏｇａｘ＋ｘ－ｂ的零点是方程组

ｙ＝ｇ（ｘ）＝ｌｏｇａｘ
ｙ＝ｈ（ｘ）＝ｂ－｛ ｘ

的解中ｘ的值，即为函数ｇ（ｘ）＝ｌｏｇａｘ

与ｈ（ｘ）＝ｂ－ｘ图像交点的横坐标ｘ０．

Ｏ 2

ｂ

x

y

1

1 43 ｂ

h（x）-b-x

g（x）=logax
x0

ａ

图２

在平面直角坐标系中，作出
函数ｇ（ｘ）＝ｌｏｇａｘ与ｈ（ｘ）＝ｂ－ｘ
的图像，如图２所示．当ｘ＝ａ时，

ｇ（ａ）＝ｌｏｇａａ＝１，ｈ（ａ）＝ｂ－ａ＞１
＝ｇ（ａ）；当ｘ＝３时，ｇ（３）＝ｌｏｇａ３
＜２，ｈ（３）＝ｂ－３＜１＜ｇ（３），所以
图像交点的横坐标ｘ０∈（ａ，３），即
ｘ０∈（２，３），所以ｎ＝２．

【例５】　（２０１２年福建高考试题）已知ｆ（ｘ）＝ｘ３－
６ｘ２＋９ｘ－ａｂｃ，ａ＜ｂ＜ｃ，且ｆ（ａ）＝ｆ（ｂ）＝ｆ（ｃ）＝０．现给
出如下结论：

①ｆ（０）ｆ（１）＞０；②ｆ（０）ｆ（１）＜０；③ｆ（０）ｆ（３）＞０；

④ｆ（０）ｆ（３）＜０．
其中正确结论的序号是（　　）．
Ａ．①③　Ｂ．①④　Ｃ．②③　Ｄ．②④
解析：本题研究三次函数的零点，利用导数的知识

可得函数的单调区间和极值点．因为函数ｆ（ｘ）有三个
零点，所以极大值大于０，极小值小于０，可得ａ、ｂ、ｃ的取
值范围，从而得到ｆ（０）、ｆ（１）、ｆ（３）的符号．
解：由ｆ（ｘ）＝ｘ３－６ｘ２＋９ｘ－ａｂｃ得，ｆ′（ｘ）＝３ｘ２－

１２ｘ＋９，令ｆ′（ｘ）＝０，则ｘ＝１或ｘ＝３，当ｘ＜１或ｘ＞３
时，ｆ′（ｘ）＞０；当１＜ｘ＜３时，ｆ′（ｘ）＜０，所以当ｘ＝１
时，ｆ（ｘ）有极大值，当ｘ＝３时，ｆ（ｘ）有极小值．
因为函数ｆ（ｘ）有三个零点，所以ｆ（１）＞０，ｆ（３）＜

０，且ａ＜１＜ｂ＜３＜ｃ．
又因为ｆ（３）＝２７－５４＋２７－ａｂｃ，所以ａｂｃ＞０，即

ａ＞０，因此ｆ（０）＜ｆ（ａ）＝０，所以 ｆ（０）ｆ（１）＜０，

ｆ（０）ｆ（３）＞０．故选Ｃ．
四、研究函数零点个数
要研究函数零点个数，通常利用函数图像交点个数

来观察图像得到函数零点个数．当函数是复合函数时还
需要利用函数图像和函数概念考查函数值所对应的ｘ
的个数，进而解决函数零点个数问题．下面就复合函数
的零点问题进行探讨．

【例６】　（２０１２年江苏高考试题）若函数ｙ＝ｆ（ｘ）在
ｘ＝ｘ０ 处取得极大值或极小值，则称ｘ０ 为函数ｙ＝ｆ（ｘ）
的极值点．已知ａ，ｂ是实数，１和－１是函数ｆ（ｘ）＝ｘ３＋
ａｘ２＋ｂｘ的两个极值点．

（１）求ａ和ｂ的值；
（２）设函数ｇ（ｘ）的导函数ｇ′（ｘ）＝ｆ（ｘ）＋２，求ｇ（ｘ）

的极值点；
（３）设ｈ（ｘ）＝ｆ（ｆ（ｘ））－ｃ，其中ｃ∈［－２，２］，求函

数ｙ＝ｈ（ｘ）的零点个数．
解析：本题研究复合函数的零点，由条件得到函数

的解析式后，利用导数的知识可得函数ｆ（ｘ）的单调区
间和极值点，解决第（１）问和第（２）问．要研究函数ｈ（ｘ）
的零点个数，那么需要利用函数的定义，先讨论函数

ｆ（ｘ）的单调性和ｘ在对应法则的作用下ｙ值的情况，即
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体验“动态”立体几何问题的魅力
福建漳州开发区厦门大学附属实验中学（３６３１０５）　郑元壮

　　立体几何是一门让学生体验数学“美”、锻炼空间想
象能力以及逻辑思维能力的科学，例如几何体的表面展
开可以把空间问题转化为我们熟知的平面几何问题，使
问题简单明了；旋转体的形成过程可以把平面图形向空
间几何体转化，让人产生无限的遐想．“动态”的立体几
何问题，不仅可以增加问题的趣味性，还能激发学生的
学习兴趣，让学生主动去思考、钻研．在立体几何的学习
中，渗透动态元素，赋予其新的活力，就会使立体几何问
题更加灵活新颖，给予学生更加广阔的想象空间，激发
学生的学习潜能．下面举例说明．
一、“点”动使问题多元化
【例１】　如图１，在正方体ＡＢＣＤ－Ａ１Ｂ１Ｃ１Ｄ１ 中，Ｅ

为线段ＢＣ１ 的中点，Ｆ为线段Ａ１Ｃ１ 上的动点，则下列结
论中正确的是（　　）．

Ａ．存在点Ｆ使ＥＦ∥ＢＤ１
Ｂ．不存在点Ｆ使ＥＦ⊥平面ＡＢ１Ｃ１Ｄ
Ｃ．ＥＦ与ＡＤ１ 所成的角不可能等于９０°
Ｄ．三棱锥Ｂ１－ＡＣＦ的体积为定值
解析：对Ａ项，若存在点Ｆ使ＥＦ∥ＢＤ１，则ＢＤ１∥

Ａ Ｂ

Ｃ
Ｄ

Ｅ

D１

B１

C１

A１

Ｆ

图１

平 面 Ａ１ＢＣ１，而 ＢＤ１ ∩ 平 面
Ａ１ＢＣ１＝Ｂ，故Ａ错；当Ｆ为Ａ１Ｃ１
的中点时，ＥＦ∥Ａ１Ｂ，由Ａ１Ｂ⊥平
面 ＡＢ１Ｃ１Ｄ 知 ＥＦ ⊥ 平 面

ＡＢ１Ｃ１Ｄ，故Ｂ错；当Ｆ为Ａ１ 重合

时，△Ａ１ＢＣ１ 为等边三角形，此时
ＥＦ⊥ＢＣ１，而ＢＣ１∥ＡＤ１，所以ＥＦ
⊥ＡＤ１，故Ｃ错；因为Ｂ１ 到平面
ＡＣＦ的距离为定值，△ＡＣＦ的面积也为定值，所以三棱
锥Ｂ１－ＡＣＦ的体积为定值，应选Ｄ．
评注：本例中，由于Ｆ是动点，在前三个选项中，需

对线线、线面的位置关系进行探究，问题因点Ｆ的位置
变化而转化，对思维转换要求较高，而第四个选项，体现
了“动”中有“静”，动与静的完美结合．此题不仅可以达
到考查知识的目的，还可以培养学生的发散性思维能
力．
二、“线”动使问题简化
【例２】　如图２，四边形ＥＦＧＨ 所在平面为三棱锥

Ａ－ＢＣＤ的一个截面，四边形ＥＦＧＨ 为平行四边形，若
ＡＢ＝４，ＣＤ＝６，则四边形ＥＦＧＨ 的周长ｌ

櫄櫄櫄櫄櫄櫄櫄櫄櫄櫄櫄櫄櫄櫄櫄櫄櫄櫄櫄櫄櫄櫄櫄櫄櫄櫄櫄櫄櫄櫄櫄櫄櫄櫄櫄櫄櫄櫄櫄櫄櫄櫄櫄櫄櫄櫄櫄櫄櫄櫄櫄
的取值范围

研究不同的函数值ｙ有几个自变量ｘ与其对应，然后利

用整体思想、数形结合思想和函数ｆ（ｘ）的图像与性质

研究函数ｈ（ｘ）的零点个数．
解：（１）由题设知ｆ′（ｘ）＝３ｘ２＋２ａｘ＋ｂ，又ｆ′（－１）＝０，

ｆ′（１）＝０，所以ａ＝０，ｂ＝－３．
（２）略；

（３）令ｆ（ｘ）＝ｔ，则ｈ（ｘ）＝ｆ（ｔ）－ｃ．先讨论关于ｘ的

方程ｆ（ｘ）＝ｄ根的个数，ｄ∈［－２，２］．

ｆ′（ｘ）＝３ｘ２－３＝３（ｘ＋１）（ｘ－１），令ｆ′（ｘ）＝３（ｘ＋

１）（ｘ－１）＞０，解得ｘ＜－１或ｘ＞１，所以函数ｆ（ｘ）在
（－∞，－１）∪（１，＋∞）上单调递增；

令ｆ′（ｘ）＝３（ｘ＋１）（ｘ－１）＜０，解得－１＜ｘ＜１，所

以函数ｆ（ｘ）在（－１，１）上单调递减．
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所以当ｘ＝－１时，函数ｆ（ｘ）

有极大值ｆ（－１）＝２；当ｘ＝１时，

ｆ（ｘ）有 极 小 值 ｆ（１）＝ －２，且

ｆ（－２）＝－２，ｆ（２）＝２．根据函数

ｆ（ｘ）的性质作出函数的图像，如图

３所示．
当｜ｄ｜＝２时，由图３知，方程

ｆ（ｘ）＝ｄ有两个实数根，且两个实数根为－１、２或－２、

１；

当｜ｄ｜＜２时，方程ｆ（ｘ）＝ｄ有三个实数根ｘ１、ｘ２、

ｘ３，且ｘ１、ｘ２、ｘ３∈（－２，－１）∪（－１，１）∪（１，２）．
下面再来考虑ｈ（ｘ）的零点．
当｜ｃ｜＝２时，ｆ（ｔ）＝ｃ有两个实数根ｔ１、ｔ２，且满足

｜ｔ１｜＝１，｜ｔ２｜＝２，而ｆ（ｘ）＝ｔ１ 有三个根，ｆ（ｘ）＝ｔ２ 有两

个根，所以函数ｙ＝ｈ（ｘ）共有５个零点；

当｜ｃ｜＜２时，ｆ（ｔ）＝ｃ有三个实数根ｔ３、ｔ４、ｔ５，且ｔ３、

ｔ４、ｔ５∈（－２，－１）∪（－１，１）∪（１，２），而ｆ（ｘ）＝ｔ３，ｆ（ｘ）

＝ｔ４，ｆ（ｘ）＝ｔ５ 都有三个实数根，所以函数ｙ＝ｈ（ｘ）共有

９个零点．
综上所述，当｜ｃ｜＝２时，函数ｙ＝ｈ（ｘ）共有５个零

点；当｜ｃ｜＜２时，函数ｙ＝ｈ（ｘ）共有９个零点．
我们要通过导函数，结合函数图像，在充分掌握函

数的性质基础上去研究零点问题，特别注意函数与方程

思想、数形结合思想和等价转化思想在分析问题、解决

问题过程中的应用，只有这样，零点问题才能得心应手．
（责任编辑　黄春香）


