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透过现象看本质：由2461问题引发的探究

张为康吴思怀

(南京师范大学数学科学学院210023)

《数学通报》246l问题是一个三角函数求和

问题，它本质上是一个数论问题，本文将从初等数

论的角度提出一般化的定理并给出详细证明．

1原命题概述

《数学通报》数学问题2461：cos吾+cos鲁

+c。s饕一￡％巫．作者构造了z—c。s蠢+

c。s静+c。s警，y—c。s警+c。s各+c。s告，证cos两十cos西’y—cos西十cos两十cos育’让

明了z+y=÷，zy=一÷，转化为一元二次方程

两根的问题．

2问题一般化

作者这样的构造方法很巧妙，往往很难想到，

但从其本质来看就会觉得很自然．

观察解题过程中z，y的构造，很容易联想到

单位根的有限和，即高斯和的相关内容．代数式中

耳前面的系数1，3，4，9，10，12为modl3的二次剩

余，2，5，6，7，8，11为modl3的二次非剩余，而在

数论中，二次剩余与二次非剩余联系紧密，所以构

造y与z进行配对计算，在数论中是自然而然的

想法．原问题中13作为．一个素数，不失一般性，而

在二次剩余内容中，4，l+1型素数与4竹+3型素

数的性质又有本质上的差别．

综合以上考虑，将原问题进行一般化的推广，

得到以下定理．

定理设夕是4以+1型素数，了1≤志。≤乜≤

⋯≤足。≤4，l，其中愚‘∈z(￡一1，2，⋯，，1)，使得

矗 忌；兀一1+^压而
垄∞s石卉一——于一。
3证明定理

为了证明这一定理，先给出初等数论中的一

些基本定义和引理．

定义l设素数p>2，d是整数，户I d．如果

同余方程z2三d(mo如)有解，则称d是模p的二
次剩余；若无解，则称d是模户的二次非剩余．

引理l在模户的一个既约剩余系中，恰有

之≯个模p的二次剩余，之≯个模夕的二次非剩
余．

引理2 设素数户>2，户I d。，户I dz，那么，

(1)若dl，比均为模夕的二次剩余，则dl疵

也是模p的二次剩余；

(2)若d。，d。均为模户的二次非剩余，则

dld2也是模户的二次剩余；

(3)若d-是模p的二次剩余，d。是模p的二

次非剩余，则d。也是模户的二次非剩余．

引理3—1是模夕的二次剩余的充要条件

是p三1(mod4)．

下面对此定理进行严格的论证．

证明因{1，2，⋯，471)是模户的一个既约剩

余系，由引理1不妨设M={sl，s2’．．·，s2。)是

{1，2，⋯，4，l}中的所有模户二次剩余的集合，设

N={￡l，￡2’．．·，t2。)是{1，2，⋯，4”)中的所有模夕

二次非剩余的集合．令
2H 2”

A=A(靠)=∑薛，B=B(b)=∑薛，
i-l i-l

其中玉2c。s警+iSin警．
易知A+B=∑鑫=一1，

设，(b)一A(厶)B(靠)，由引理2和引理3，

V志i∈M，岛∈N，毋+々≠1．

因此可设厂(b)=口t玉+口z器+⋯+口t。弦．
由引理2，对Vf∈{1，2'．．·，4，1)，

若c∈M，V文∈M(1≤i≤2挖)，f&是模p的二次

剩余，且两两互异，则A(玉)=A(嚣)，V友∈N(1

≤f≤2，1)，跣是模夕的二次非剩余，且两两互异，

则B(b)=+B(薛)；
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若c∈N，V&∈M(1≤i≤2砣)，c&是模p的二次

非剩余，且两两互异，则A(白)一B(嚣)，V￡i∈N

(1≤i≤2咒)，咄是模乡的二次剩余，且两两互异，

则B(玉)一A(茹)．

故必有厂(玉)一厂(薛)．

于是得到4挖个等式

f，(玉)一口·玉+口z器+⋯+盘t。善分

J，(器)一口，嚣+口z(器)2+⋯+口。。(嚣)h
1 ⋯ ’

【，(p)=口·≯+口z(≯)2+⋯+‰(矽)4”
将这4竹个式子左右两边相加，得

4咒，(玉)一(口，+口2+⋯+口t。)(玉+嚣+⋯+≯)
一一(口1+口2+⋯+口4。)，

又口l+口2+⋯口4。一4咒2，则AB一，(玉)一一咒．

故由方程组侩笔二1知，
A，B是方程z2+z一咒一0的两根．

设A：!±：衅，
则

2“

一∑

A

cos篇+i墓sin器．∞8石再十1二81n石再‘
实部相等可得，

一1+~／石而一———虿—一～
§．．2洳蚤cos器．f—l ⋯’1

由引理3，一1是模p的二次剩余，于是4n+1一

＆(i=1，2，⋯，2挖)也是模p的二次剩余，且&≠4咒

+1一si，即s；与4挖+1—5；在集合M中成对出

现．不妨设sm一4靠+l一乳(1≤i≤咒)，由抽屉原

理知min恼，4n+1一sf)≤2咒．令是f=2min
h，4咒+1一是)(1≤i≤4咒)，则1≤忌f≤4咒，且

A= 一1+√石而一———虿—一一

一2骞丢(cos器+cos塑芸产
=2耋丢(cos鼎+cos晶)
一2塞cos高，
这样就找到了行个符合条件的数，定理得证．

若B一二旦竽，只需考虑集合N，也可

以得到这样的结论．

4推论与推广

由上面的证明过程，还可以得到以下推论．

推论 当p是4咒+1型素数，j 1≤志，≤七。

≤⋯≤尼。≤4咒，其中忌，∈z(i一1，2，⋯，72)，使

得室cos鼎一生芈．
只需在定理的证明过程中考虑A=

二旦二：衅的情况即可．
考虑完4挖+l型素数，自然而然会联想到4咒

+3型素数，这一证明同定理证明过程类似，但此

时的，(厶)含有常数2靠+1，得到的关于A、B的

方程组为发芒i1．贝¨A、B是方程抖z+
(以+1)一O的两根，从而有：

推广 当p是4竹+3型素数，j 1≤矗，≤^。≤

⋯≤^。≤4咒+2，使得

裂 2矗f 7c 1刍∞5而2一虿’
薯sin黑=±孕，

其中^i∈z(i一1，2，⋯，2竹+1)．

5回顾与反思

原例题中c。s蠢，c。s篱，c。s装可以看成是
127c 107r 47c

—cos了丁’一。08了F’一cos两’

由于2，5，6为模13意义下的二次非剩余，利用推

论知

吨。s等+cos等+cos篝)一(
原命题得证．

《数学通报》2461问题的探究证明可以从数

论中找到理论依据，有兴趣的读者可以从高斯和

理论中找到更一般的推广．
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