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江苏省仪征中学 2019-2020 学年第一学期高三数学 

中档大题训练（2）   9.13 
班级                               姓名_________________ 

 

1．在△ABC中，内角 A，B，C所对的边分别为 a，b，c，cosB＝
4

5
． 

（1）若 c＝2a，求
sinB

sinC
的值； 

（2）若 C－B＝
π

4
，求 sinA的值． 
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2. 已知二次函数  f x 满足      1 2f x f x x x R    ，且  0 1f  。 

（1）求  f x 的解析式； 

（2）当  1,1x  时，不等   2f x x m  式恒成立，求实数m的取值范围； 

（3）设    2g t f t a  ，  1,1t  ,求  g t 的最大值。 
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3. 若函数 ( ) ( )f x g x 和 ( ) ( )f x g x 同时在 x t 处取得极小值，则称 ( )f x 和 ( )g x 为一对

“ ( )P t 函数”. 

（1）试判断 ( )f x x 与 2( )g x x ax b   是否是一对“ (1)P 函数”； 

（2）若 ( ) exf x  与 2( ) 1g x x ax   是一对“ ( )P t 函数”,求 a和 t的值. 
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4. 某广告商租用了一块如图所示的半圆形封闭区域用于产品展示，该封闭区域由以 O为圆

心的半圆及直径 AB围成．在此区域内原有一个以 OA为直径、C为圆心的半圆形展示区，

该广告商欲在此基础上，将其改建成一个凸四边形的展示区 COPQ，其中 P、Q分別在半圆

O与半圆 C的圆弧上，且 PQ与半圆 C相切于点 Q．己知 AB长为 40米，设∠BOP为 2

 ．（上述图形均视作在同一平面内） 

（1）记四边形 COPQ的周长为 ( )f  ，求 ( )f  的表达式； 

（2）要使改建成的展示区 COPQ的面积最大，求 sin 的值． 
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江苏省仪征中学 2019-2020 学年第一学期高三数学 

中档大题训练（2）答案   9.13 
1．解：（1）解法 1 

在△ABC中，因为 cosB＝
4

5
，所以

a
2＋c

2－b
2

2ac
＝

4

5
． ………………………2分 

因为 c＝2a，所以
(
c

2
)

2＋c
2－b

2

2c×
c

2

＝
4

5
，即

b
2

c
2＝

9

20
，           

所以
b

c
＝

3 5

10
．                               ……………………………4分 

又由正弦定理得
sinB

sinC
＝

b

c
， 

所以
sinB

sinC
＝

3 5

10
．                             ……………………………6分 

解法 2 

因为 cosB＝
4

5
，B∈(0，)，所以 sinB＝ 1－cos

2
B＝

3

5
．………………………2分 

因为 c＝2a，由正弦定理得 sinC＝2sinA， 

所以 sinC＝2sin(B＋C)＝
6

5
cosC＋

8

5
sinC，          

即－sinC＝2cosC．                               ………………………4分 

又因为 sin
2
C＋cos

2
C＝1，sinC＞0，解得 sinC＝

2 5

5
，                   

所以
sinB

sinC
＝

3 5

10
．                                 ………………………6分 
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（2）因为 cosB＝
4

5
，所以 cos2B＝2cos

2
B－1＝

7

25
．       …………………………8分 

又 0＜B＜π，所以 sinB＝ 1－cos
2
B＝

3

5
， 

所以 sin2B＝2sinBcosB＝2×
3

5
×

4

5
＝

24

25
．            …………………………10分 

因为 C－B＝
π

4
，即 C＝B＋

π

4
，所以 A＝π－(B＋C)＝

3π

4
－2B， 

所以 sinA＝sin(
3π

4
－2B) 

       ＝sin
3π

4
cos2B－cos

3π

4
sin2B          ………………………………12分 

       ＝
2

2
×

7

25
－(－

2

2
)×

24

25
 

       ＝
31 2

50
．                      …………………………………14分 

 

2．【解析】（1）设    2 0f x ax bx c a    ，代入    1 2f x f x x   和  0 1f  ， 

并化简得
 2 2 ,

1

ax a b x x R

c

   



， 1. 1, 1,a b c       2 1f x x x    。 

（2）当  1,1x  时，不等   2f x x m  式恒成立即不等式 2 3 1x x m   恒成立， 

令   2 3 1g x x x   ，则  
2

3 5

2 4
g x x

 
   
 

，当  1,1x  时，  
min

1g x   ， 1m   。 

（3）        2 22 4 4 2 1, 1,1 ,g t f t a t a t a a t          对称轴是
1 2

4

a
x


 。 

○1 当
1 2

0
4

a
 时，即

1

2
a  时，       2 2

max
1 4 4 2 1 5 7g t g a a a a a           ； 

○2 当
1 2

0
4

a
 时，即

1

2
a  时，       2 2

max
1 4 4 2 1 3 3.g t g a a a a a           
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综上所述：  

2

max
2

1
5 7, ,

2

1
3 3, .

2

a a a

g t

a a a


  

 
   


。 

3. 【解析】令 1 2( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( )h x f x g x h x f x g x    . 

（1）易得 2

1 2( ) 2 1, ( ) 3 2h x x a h x x ax b       ， 

若 ( )f x x 与 2( )g x x ax b   是一对“P(1)函数”. 

则
1

2

(1) 3 0

(1) 2 3 0

h a

h a b

   


   





，即
3

3

a

b

 



. 

此时， 2 2

2 ( ) 3 6 3 3( 1) 0h x x x x     ， 2 ( )h x 无极小值， 

故  f x x 与   2g x x ax b   不是一对“P(1)函数”. 

（2）①
2

1( ) e 1xh x x ax    ，  2

2( ) e 1xh x x ax    ， 

1 ( ) e 2xh x x a   ， 2

2 ( ) e ( 2) 1 e ( 1)( 1)x xh x x a x a x x a            
 ， 

若 ( ) exf x  与 2( ) 1g x x ax   是一对“  P t 函数”， 

由
2 ( ) e ( 1)( 1) 0xh x x x a      ，得 1 21, 1x x a     ， 

1.若 0a  ，则有 

x  ( , 1)a    1a   ( 1, 1)a    1  ( 1, )   
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 2h x  + 0 − 0 + 

 2h x  ↗ 极大值 ↘ 极小值 ↗ 

因为  2h x 在 x t 处取得极小值，所以 1t   ， 

从而 1

1 ( 1) e 2 0h a     ，
1

2
e

a   . 

经验证知
2

1

1
( ) e 2

e
1xh x x x

 
     

 
在 1x   处取得极小值， 

所以

1
2

e

1

a

t


 


  

； 

2.当 0a  时，则有 

x  ( , 1)   1  ( 1, 1)a    1a   ( 1, )a    

 2h x  + 0 − 0 + 

 2h x  ↗ 极大值 ↘ 极小值 ↗ 

因为  2h x 在 x t 处取得极小值，所以 1t a   ； 

从而 1

1 ( 1) e 2 0ah a a        ， 

令 1( ) e 2, 0aa a a     ，则易得 ( )a 在 ( ,0) 上是减函数，且 ( 1) 0   ， 

所以 1a   ，从而
1

0

a

t

 



. 
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经验证知
2

1( ) e 1xh x x x    在 0x  处取得极小值，所以
1

0

a

t

 



. 

3.当 0a  时， 2

2 ( ) e ( 1) 0xh x x   ，  2h x 是增函数，无极小值，与题设不符. 

综上所述：

1
2

e

1

a

t


 


  

或
1

0

a

t

 



. 

4. 解：(1) 连结 PC.由条件得 θ∈(0，
π

2
)． 

在△POC 中，OC＝10，OP＝20，∠POC＝π－2θ，由余弦定理，得 

PC
2＝OC

2＋OP
2－2OC·OPcos(π－2θ)＝100(5＋4cos 2θ)．(2 分) 

因为 PQ与半圆 C 相切于点 Q，所以 CQ⊥PQ， 

所以 PQ
2＝PC

2－CQ
2＝400(1＋cos 2θ)，所以 PQ＝20 2cos θ.(4 分) 

所以四边形 COPQ 的周长为 f(θ)＝CO＋OP＋PQ＋QC＝40＋20 2cos θ， 

即 f(θ)＝40＋20 2cos θ，θ∈(0，
π
2

)．(7 分) 

(没写定义域，扣 2 分) 

(2) 设四边形 COPQ 的面积为 S(θ)，则 

S(θ)＝S△OCP＋S△QCP＝100( 2cos θ＋2sin θcos θ)，θ∈(0，
π
2

)．(10 分) 

所以 S′(θ)＝100(－ 2sin θ＋2cos
2θ－2sin

2θ)＝100(－4sin
2θ－ 2sin θ＋2)，θ∈(0，

π
2

)．(12 分) 

令 S′(t)＝0，得 sin θ＝
34－ 2

8
. 

列表： 

 

sin θ (0，
34－ 2

8
) 

34－ 2

8
 (

34－ 2

8
，1) 

S′(θ) ＋ 0 － 

S(θ) 增 最大值 减 

答：要使改建成的展示区 COPQ的面积最大，sin θ的值为
34－ 2

8
.(14分) 

 


