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  摘  要 ：“基本不等式”这节课让学生经历提出数学问题 、作出数学猜想 、得出数学命题 、析出研究经验的

研究过程 ，从而培养学生综合应用数学知识和思想方法进行数学探究的能力 ．让学生经历数学研究过程有四

点建议 ：设计恰当的问题串 ，让研究有载体 ；基于学情的修正完善 ，让研究有根基 ；逐步实现命题精致化 ，让研

究有生长 ；运用现代教育技术 ，让研究有抓手 ．
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  探索是任何一门科学的生命线 ．“一个好的

教师让人发现真理 ，而一个坏的教师奉送真理” ．

在数学定理 、数学公式的教学中 ，我们要让学生经

历“问题 — 实验 — 猜想 — 证明”这样真实的研究

过程 ，从而培养学生综合应用数学知识和数学思

想方法进行数学探究的能力 ．本文以“基本不等

式”一课为例 ，谈一谈让学生经历数学研究的过

程与思考 ．

1  课堂教学实录
1 ．1  创设现实情境 ，提出数学问题

师 ：同学们 ，屏幕上展示的是什么 ？

生众 ：天平 ．

师 ：我们都知道天平是用来称量物体质量的 ，

老师现在遇到一个棘手的问题 ．

（屏幕展示）现有一架天平造得不准确 ，天平

的两臂长略有不同（其他因素不计） ．将物体放到

左右两个盘子中各称一次 ，放在左盘称得质量为

a ，放在右盘称得质量为 b ．那么该如何合理地表

示物体的质量呢 ？

生 １ ：我觉得物体的质量应该约为
a ＋ b
２

．

师 ：你是怎么思考的 ？

生 １ ：物体放在左 、右两盘称了两次 ，两臂长

略有不等 ，所以两次称得的质量应该一次比物体

质量略大 ，一次比物体质量略小 ．

师 ：因此你取了两次的平均值 ．同学们 ，你们

认可吗 ？还可以从其他角度合理地表示物体的质

量吗 ？

生 ２（实物投影） ：
al１ ＝ ml２ ，

ml１ ＝ bl２ ，
m（l１ ＋ l２ ） ＝

al１ ＋ bl２ ，m ＝
al１ ＋ bl２
l１ ＋ l２ ．

师 ：请问 l１ ，l２ 是怎么来的 ？

生 ２ ：设天平的左臂长为 l１ ，右臂长为 l２ ．

师 ：认真审题 ，你列的方程组对吗 ？

生 ２ ：应该是
ml１ ＝ al２ ，

bl１ ＝ ml２ ，

师 ：如何求解呢 ？

生３ ：将两式相除 ，得
m
b ＝

a
m ，化简得m ＝ ab ．

师 ：将两式相除的目的是什么 ？

生 ３ ：因为 l１ ，l２ 是求解中引进的辅助量 ，必

须消去 ．

师 ：非常好 ！通过刚才的探索 ，我们得到了表

示物体的质量的两个量 ：
a ＋ b
２
与 ab ．我们不禁

要问 ：依靠生活常识给出的估计值和准确值相比 ，

到底是大了还是小了呢 ？

点评  教师通过问题 ：天平称量物体两次质

量不等 ，怎样合理表示物体的质量 ？引发学生积

极思考 ，一是依靠生活常识 ，用“算术平均数” 表

示 ，二是借助学习的物理知识进行严格运算 ，从而

得到两个不同的结果 ．进而追问 ：“依靠生活常识

给出的估计值和准确值相比 ，是大了还是小了

呢 ？ ”创设的情境真实而有意义 ，问题的提出合

理而自然 ．难能可贵的是对生 ２的两处错误 ，教师

处置较为高明 ：一是引导学生认真审题 ，不放过细

节 ；二是引导学生明白解题过程中引进的辅助量

必须消去 ，做到设而不求 ．

1 ．2  设计数学实验 ，作出数学猜想

师 ：如何比较
a ＋ b
２
与 ab 的大小呢 ？

生 ４ ：代入数字计算 ．譬如 a ＝ １ ，b ＝ ２ ，则
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３

２
＞ ２ ．

师 ：可能相等吗 ？

生 ４ ：当 a ＝ b时 ，相等 ．

师 ：可能 ab ＜
a ＋ b
２
吗 ？我们可以再通过

大量数据来验证一下 ，借助 Excel表格来试验 ．

表 １

  师 ：因此 ，你的猜想是什么呢 ？

生 ４ ： ab ≤
a ＋ b
２

．

师 ：数学讲究严谨而理性 ，仅靠有限的数据检

验得到的结论不能作为数学命题 ．接下来应该怎

么办呢 ？

点评  提出比较“
a ＋ b
２
与 ab 的大小”问

题之后 ，学生想到用特殊值代入较为合理 ．教师顺

势而为的两个追问让学生的思维更加缜密 ：一是

可能相等吗 ？二是可能
a ＋ b
２

＜ ab 吗 ？进而借

助 Excel表格进行验证 ，体现了课堂的动态生成 ，

让猜想“ ab ≤
a ＋ b
２

”更有数理依据 ．

1 ．3  尝试数学证明 ，得出数学命题

生众 ：证明 ．

师 ：请同学们尝试一下给出证明 ．

（停顿 ２０秒 ，巡视一下有哪些不同的证明思

路） ．

实物投影展示第一位学生的证法 ：

（a ＋ b）２
４

－ ab ＝
（a － b）２

４
≥ ０ ．

师 ：请说说数学依据 ，怎么想到证明思路的 ？

生 ５ ：先平方 ，然后作差 ．

师 ：什么时候取等号呢 ？

生 ６ ：当 a ＝ b时取等号 ．

师 ：解释一下 ，什么叫“当 a ＝ b时取等号 ？ ”

生 ６ ：也就是说 a ＝ b时 ，有 ab ＝
a ＋ b
２

．

师 ：反过来 ，如果 ab ＝
a ＋ b
２

，是否有 a ＝

b呢 ？

生 ６ ：是的 ．

师 ：因此 ，我们应该说“当且仅当 a ＝ b时 ，取

等号” ．

生 ７ ：我觉得这个地方需要增加
a ＋ b
２

＞ ０ ，

ab ＞ ０ ，否则无法由
（a ＋ b）２

４
≥ ab 得到

a ＋ b
２

＞ ab ．

师 ：两边不平方 ，直接作差 ，行吗 ？

实物投影展示第二位学生的证法 ：因为
a ＋ b
２

－

ab ＝
a ＋ b － ２ ab

２
＝

（ a － b ）２
２

≥ ０ ，所以

a ＋ b
２

≥ ab ．

师 ：这种证明方法称为作差比较法 ．

实物投影展示第三位学生的证法 ： ab ≤

a ＋ b
２

，ab ≤
（a ＋ b）２

４
，４ ab ≤ a２ ＋ ２ab ＋ b２ ，（a －

b）２ ≥ ０ ．

师 ：请这位同学说说你是怎么想的 ？

生 ８ ：我是假设 ab ≤
a ＋ b
２

，然后得到（a －

b）２ ≥ ０ ，发现这个不等式是成立的 ．

师 ：你的思路是自然的 ，从要证明的结论入

手 ，但是你的说法是错误的 ，有循环论证之嫌 ．实

际上 ，你是在寻找使得 ab ≤
a ＋ b
２
成立的充分

条件 ，即 ab ≤
（a ＋ b）２

４
．那么由 ab ≤

（a ＋ b）２
４

是

否可以推导 ab ≤
a ＋ b
２
呢 ？

生 ８ ：必须增加条件 a ＞ ０ ，b ＞ ０ ．

师 ：那么 ，有了 ab ≤
（a ＋ b）２

４
，你需要什么充

分条件 ，使得它成立 ？

生 ８ ：把不等式 ab ≤
（a ＋ b）２

４
两边同乘以 ４ ，

移项得（a － b）２ ≥ ０ ，这显然成立 ．

师 ：这种证明方法我们称为分析法 ．分析法在

书写格式上要求较高 ，始终在寻找使上一步成立

的充分条件 ．规范书写如下 ：要证 ab ≤
a ＋ b
２

，由
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于 a ＞ ０ ，b ＞ ０ ，只要证 ab ≤
（a ＋ b）２

４
，即 ４ab ≤ a２

＋ ２ab ＋ b２ ，即证（a － b）２ ≥ ０ ．因为（a － b）２ ≥ ０

显然成立 ，所以 ab ≤
a ＋ b
２
得证 ．

实物投影展示第四位学生的证法 ：因为（a －

b）２ ≥ ０ ，所以 a２ － ２ab ＋ b２ ≥ ０ ，所以 a２ ＋ b２ ＋

２ab ≥ ４ab ，即 ab ≤
（a ＋ b）２

４
．由于 a ＞ ０ ，b ＞ ０ ，

所以 ab ≤
a ＋ b
２

．

师 ：非常好 ！这种证明方法叫做综合法 ．请同

学们思考 ，综合法与分析法有什么区别与联系 ？

生 ９ ：综合法就是将分析法的顺序倒过来 ．分

析法是从要证的式子入手 ，一步一步寻找使得它

成立的充分条件 ．综合法就是把分析法的最后一

步作为条件 ，一步一步推到我们要证的结论 ．

师 ：好的 ，分析法就是执果索因 ，综合法是由

因导果 ．

我们运用四种数学方法对猜想进行了严格的

证明 ，同学们的猜想是正确的 ．我们得到以下真命

题 ：如果 a ，b是正数 ，那么 ab ≤
a ＋ b
２

，当且仅

当 a ＝ b时取等号 ．

点评  基于学生真实的证明思路 ，教师悉心

呵护学生“原生态”的思维过程 ，并引导学生修正

完善 ，总结提炼 ，最终自然地给出了四种不同的证

明方法 ——— 平方作差法 、作差比较法 、分析法和

综合法 ．师生之间火热的对话既是数学思维的碰

撞 ，也是数学思想的流淌 ，犹如一幅美丽的画卷 ，

让人赏心悦目 ．

1 ．4  精致数学命题 ，析出研究经验

师 ：我们从数的角度进行了证明 ，能否从形的

角度来认识这个不等式呢 ？ （停顿 ３０秒）比如我

们现在有两条线段 ，长度分别为 a和 b ，你能够构

造出不等式两侧的量吗 ？

生１０ ：我觉得对于
a ＋ b
２

，只要取 a ＋ b这条线

段的中点 ．

师 ：你能否找到更多长度为
a ＋ b
２
的线段 ？

生 １１ ：如图 １ ，设 AC ＝ a ，CB ＝ b ，O为 A B的
中点 ，以 O为圆心 、OA 为半径画圆 ，那么点 O到

圆上所有点的距离都是
a ＋ b
２

．

师 ：谁能够构造出 ab 呢 ？

 图 １

生 １２ ：再过点 C作 A B的
垂线 ，交圆 O于点 D ，E ，那么

DC的长度就是 ab ．

师 ：理由呢 ？

生 １２ ：因为 △ ACD ∽

△ DCB ，所以
AC
CD ＝

DC
CB ，因此

CD２
＝ ab ，所以 CD ＝ ab ．

师 ：非常好 ！我们找到了长度分别为 ab 和
a ＋ b
２
的线段 ．那么怎么解释 ab ≤

a ＋ b
２
这个不

等式呢 ？

生 １２ ：连结 OD ，在 △ OCD中 ，斜边 OD大于

直角边 CD ．当点 C与点 O重合时 ， ab ＝
a ＋ b
２

．

师 ：那么这个不等式的几何意义用文字语言

如何叙述呢 ？

生 １３ ：半弦不大于半径 ．

师 ：我们从数和形两个角度认识了这个不等

式 ．如果我们把
a ＋ b
２

， ab分别称为正数 a和b的

算术平均数与几何平均数 ，那么这个不等式如何

用文字语言来叙述呢 ？

生 １４ ：两个正数的几何平均数不大于它的算

术平均数 ．

师 ：a ，b一定要是正数吗 ？

生 １５ ：a ，b都为零 ，或者 a ，b中有一个为零 ，

不等式也成立 ．

师 ：这就是我们今天要学习的基本不等式（板

书课题） ．

同学们 ，这个不等式之所以称为基本不等式 ，

是因为它有着明确的数学意义 ，而且应用非常广

泛 ．不等式中的 a ，b只能表示数字吗 ？表示代数

式行不行 ？

生 １６ ：可以是代数式 ，但是必须大于或等

于零 ．

师 ：你能不能举个例子 ？

生 １６ ：a为 m２
，b为 n２ ，这样就有

m２
＋ n２

２
≥

| mn | ．
师 ：很好 ！基本不等式还有很多变式 ，我们下

节课会继续研究 ．总结一下本节课 ，你有什么

收获 ？
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生 １７ ：我们学习了基本不等式及基本不等式

的四种证明方法 ，并从数和形两个角度认识了基

本不等式 ．

师 ：非常好 ！ 调整一下顺序 ，就是“一二四

四 ，”即 ：一个不等式 、两个认识角度 、四种证明方

法和数学研究的四个步骤 ．

师 ：布置两道课后思考题 ：１）基本不等式能

否推广到 n（n ＞ １ ，n ∈ N *
）个非负数的情形 ？ ２）

赵爽弦图和 ２００２年国际数学家大会会标能否用

今天学习的基本不等式给出解释 ？

点评  得到了命题“如果 a ，b是正数 ，那么

ab ≤
a ＋ b
２

，当且仅当 a ＝ b时取等号”后 ，能否

一下子就看透问题的本质呢 ？教师精心引导学生

构造不等式两端的量 ，理解不等式的几何意义 ．而

后又把 a ，b 的范围进行了扩充 ，从而揭开了基本

不等式的神秘面纱 ，实现了符号语言 、图形语言 、

文字语言的完美诠释 ．让人惊喜的是小结收获阶

段学生给出了“一个不等式 、两个认识角度 、四种

证明方法”的提炼总结 ，教师则揭示了研究一个新

的数学对象的四个步骤 ：问题 — 实验 — 猜想 — 证

明 ，总结了真实的数学研究过程 ．对两道课后思考

题的设计也是独具匠心 ，让学生带着问题离开课

堂 ，给人以“余音绕梁 、三日不绝”的韵味 ．

2  教学后的反思
如何让学生经历一个真实的数学研究过程一

直是我们探索的课题 ，“基本不等式”这节课的教

学是一个很好的尝试 ．

2 ．1  设计恰当的问题串 ，让研究有载体

在对一节课进行教学设计时 ，我们的首要任

务就是要把握好这节课的教学重难点与核心知

识 ，并以此作为问题串设计的出发点与着力点 ．譬

如 ，本节课的教学重点应该是基本不等式的探索

与证明过程 ，教学难点应该是基本不等式的“几何

解释” ，基于此 ，教师设计了问题串 ：１）
a ＋ b
２
与

ab 谁大谁小 ？ ２）请尝试证明 ab ≤
a ＋ b
２

；

３）能否从形的角度来认识 ab ≤
a ＋ b
２

？

2 ．2  基于学情的修正完善 ，让研究有根基

奥苏贝尔有句名言 ：“影响学习的唯一最重要

因素就是学习者已经知道了什么 ．要探明这一点 ，

并应据此进行教学 ．” 由此可见 ，探明学习者“已

经知道了什么” ，即探明学情应该是有效教学的前

提 ．本节课无论是求解物体的质量为 ab ，还是

ab ≤
a ＋ b
２
的四种方法的证明 ，教师都是基于

学生的求解或者证明思路展开教学 ，一切源于学

生已有的思路 ，一切在于帮助学生走向完善 ．本节

课有 １７位学生参与讨论 、板演与展示 ，有效参与

率达 ３４％ ，实现了让数学研究牢牢地扎根于

学情 ．

2 ．3  逐步实现命题精致化 ，让研究有生长

基本不等式的得到要经历三个过程 ：一是

ab ≤
a ＋ b
２

（a ＞ ０ ，b ＞ ０） ；二是 ab ≤

a ＋ b
２

（a ＞ ０ ，b ＞ ０ ，当且仅当 a ＝ b时取等号） ；三

是 ab ≤
a ＋ b
２

（a ≥ ０ ，b ≥ ０ ，当且仅当 a ＝ b时

取等号） ．另外 ，还要实现对符号语言 、图形语言 、

文字语言等三种数学语言的解读 ，这是一个数学

命题的精加工的过程 ，一定要引导学生对命题逐

步精致化 、不断地建构完善 ，让学生经历命题“生

长”的过程 ，实施“慢教育” ．

2 ．4  运用现代教育技术 ，让研究有抓手

通过科技手段拓展学生数学学习的方式 ，让

学生多维度理解数学 ，多途径做中学 ，让数学学习

更有趣 、更有理 、更有情 、更好玩 ．本节课借助实物

展台展示学生的探索过程 、证明思路 ，并呈现纠错

过程 ；还借助 Excel进行大数据处理 ，初步归纳出

ab ≤
a ＋ b
２

；并使用几何画板 ，探索 ab ≤

a ＋ b
２
的几何解释 ，均给人留下深刻印象 ．我们认

为 ，让学生经历真实的数学研究过程 ，就是转变学

生的学习方式 ，让学生真正“慧学” 数学的重要

路径 ．
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