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21． 选修 4-2：矩阵与变换 

已知点 M（2，1）在矩阵
1

2

a
A

b

 
  
 

对应的变换作用下得到点 N（5，6），求矩阵 A 的特征

值． 

 

22.选修 4-4：坐标系与参数方程 

在平面直角坐标系 xOy 中，曲线 C 的参数方程为
2cos ,

sin

x

y









（α 为参数）．以原点 O 为极

点，x 轴非负半轴为极轴建立极坐标系，直线 l 的极坐标方程为 sin 10
4

 
 

  
 

． 

（1）求曲线 C 和直线 l 的普通方程； 

（2）点 P 是曲线 C 上的动点，求 P 到直线 l 的距离的最小值． 

 

 

 

23．如图，在四棱锥 P-ABCD 中，底面 ABCD 是矩形，PA⊥平面 ABCD，AB＝2，AD＝

AP＝3，点 M 是棱 PD 的中点． 

 

（1）求二面角 M-AC-D 的余弦值； 

（2）点 N 是棱 PC 上的点，已知直线 MN 与平面 ABCD 所成角的正弦值为
3 22

22
，求

PN

PC
的

值． 

24．已知数列{an}中，a1＝6， 2

1

1
3

3
n n na a a    （n∈N

*）． 

（1）分别比较下列每组中两数的大小： 

①a2 和
3

6
2

 
  
 

；  ②a3和
3

3
6

2

 
  
 

； 



（2）当 n≥3时，证明：

2

2

3
2 3

6 2

nn i
i

i

a



   
   

  
 ． 

21．【选做题】本题包括 A，B，C 三小题，请选定其中两题作答，每小题 10 分共计 20 分，

解答时应写出文字说明，证明过程或演算步骤． 

A．选修 4—2：矩阵与变换 

已知点 M(2，1)在矩阵 A＝
1   

   2

a

b

 
 
 

对应的变换作用下得到点 N(5，6)，求矩阵 A 的特

征值． 

解：∵点 M(2，1)在矩阵 A＝
1   

   2

a

b

 
 
 

对应的变换作用下得到点 N(5，6)， 

    ∴
1   2 5

   2 1 6

a

b

     
     

     
，则

2 5

2 2 6

a

b

 


 
，解得

3

2

a

b





，∴A＝

1   3

2   2

 
 
 

， 

   
1     3

( ) ( 1 ) ( 2 ) 6
2       2

f E A


   


 
      

 
，令 ( ) 0f   ， 

得
2 3 4 0    ，解得 1 4  ， 2 1   ， 

   ∴矩阵 A 的特征值为 4 或﹣1． 

22．选修 4—4：坐标系与参数方程 

在平面直角坐标系 xOy 中，曲线 C 的参数方程为
2cos

sin

x

y









( 为参数)．以原点 O

为极点，x 轴非负半轴为极轴建立极坐标系，直线 l 的极坐标方程为 sin( ) 10
4


    ． 

（1）求曲线 C 和直线 l 的普通方程； 

（2）点 P 是曲线 C 上的动点，求 P 到直线 l 的距离的最小值． 

解：（1）由题意，曲线 C 的普通方程为
2

2 1
4

x
y  ， 

直线 l 的普通方程为 2 5 0x y   ． 

（2）设 P(2cos ，sin )，则 P 到直线 l 的距离 

2cos sin 2 5 5 sin( ) 2 5 2 5 5 sin( )

2 2 2
d

          
    

所以当sin( )  ＝1 时，dmin＝
10

2
 



所以 P 到直线 l 的距离的最小值为
10

2
． 

23．（本小题满分 10 分） 

如图，在四棱锥 P—ABCD 中，底面 ABCD 是矩形，PA⊥平面 ABCD，AB＝2，AD＝

AP＝3，点 M 是棱 PD 的中点． 

（1）求二面角 M—AC—D 的余弦值； 

（2）点 N 是棱 PC 上的点，已知直线 MN 与平面 ABCD 所成角的正弦值为
3 22

22
，求

PN

PC
的值． 

 

解：（1）以{ AB，AD，AP }为正交基底建立如图所示的空间直角坐标系 A— xyz， 

         

则各点的坐标为 A(0，0，0)，B(2，0，0)，C(2，3，0)，D(0，3，0)，P(0，0，3)， 

M(0，
3

2
，

3

2
)， 

AP＝(0，0，3)，AC＝(2，3，0)，AM＝(0，
3

2
，

3

2
) 

因为 PA⊥平面 ABCD，所以平面 ACD 的一个法向量为AP＝(0，0，3)， 



设平面 MAC 的法向量为n ＝(x，y，z)，所以
AC 0

AM 0

n

n

  


 

， 

即

2 3 0

3 3
0

2 2

x y

y z

 



 


，取n ＝(3，﹣2，2)， 

∴cos< AP， n >＝
AP 6 2 17

= =
173 9+4+4AP

n

n


， 

∴二面角 M—AC—D 的余弦值为
2 17

17
； 

   （2）设 ( (0,1))PN PC   ，其中 (2,3, 3)PC   ， 

        ∴
3 3 3 3

(0, , ) (2 ,3 , 3 ) (2 ,3 , 3 )
2 2 2 2

MN MP PN                ， 

        ∵平面 ABCD 的一个法向量为AP＝(0，0，3)， 

        ∴
2 2 2

3
3( 3 )

2cos ,
3 3

3 4 (3 ) ( 3 )
2 2

AP MN
AP MN

AP MN



  

 


  

    

 

                                    

2

3
3

2

9
22 18

2



 

 



 

 

        ∵直线 MN 与平面 ABCD 所成角的正弦值为
3 22

22
， 

∴
2

3
3

3 222 =
229

22 18
2



 

 

 

，∴

2

2

3
( 3 )

92 =
9 22

22 18
2



 

 

 

， 

化简得4 1  ，即
1

4
  ，∴

PN 1

PC 4
 ． 

24．（本小题满分 10 分） 

已知数列 na 中， 1 6a  ，
2

1

1
3

3
n n na a a    ( n N )． 



（1）分别比较下列每组中两数的大小：① 2a 和
3

6
2

 ；② 3a 和
33

6 ( )
2

 ； 

（2）当 n≥3 时，证明：

2

2

3
( ) 2( ) 3

6 2

n i
ni

i

a



  ． 

解：（1）①∵ 2 9a  ，
3

6 9
2

  ，∴ 2a ＝
3

6
2

 ； 

        ②∵ 3 21a  ，
33 81

6 ( )
2 4

  ，∴ 3a ＞
33

6 ( )
2

 ； 

   （2）先用数学归纳法证明：当 n≥3 时，

( 1)

2
3

6 ( )
2

n n

na


  ， 

        当 n＝3 时， 3a ＞
33

6 ( )
2

 ； 

        假设当 n＝k（k≥3，k N ）时，结论成立，即

( 1)

2
3

6 ( )
2

k k

ka


  ， 

        当 n＝k＋1 时， 

        

( 1) ( 1)

2 22 2
1

1 1 3 3
3 (6 ( ) ) 6 ( ) 3

3 3 2 2

k k k k

k k ka a a
 

          

                         

( 1) ( 1)

22 2
1 3 3

(6 ( ) ) 6 ( )
3 2 2

k k k k 

     

        其中

( 1) ( 1)
22 2

( 3)

1 2
( 1) ( 1) ( 1)

2 2 2

1 3 3
(6 ( ) ) 6 ( )

33 2 2 2( ) 1
23 3 3

6 ( ) 6 ( ) 6 ( )
2 2 2

k k k k

k k

k

k k k k k k

a

 





  

 

   

  

， 

        ∴

( 1)

2
1

3
6 ( )

2

k k

ka


   ，∴当 n＝k＋1 时，结论也成立， 

        综上所得，当 n≥3 时，

( 1)

2
3

6 ( )
2

n n

na


  ， 

        从而，当 n≥3 时，

2

13
( ) ( )

6 2

nn n
a  ， 



        则

2
2

2 3 1 2 3 12 2

2

3 3 3 3 3 3 3
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

6 6 2 2 2 2 2 2 2

n i
n ni

i

a a  



          ， 

13
1 ( )

3 32 2( ) 3
32 2

1
2

n

n



   



， 

        ∴当 n≥3 时，

2

2

3
( ) 2( ) 3

6 2

n i
ni

i

a



  ． 

 

  



 


