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江苏省盐城市 2020 届高三年级第三次模拟考试 

数学试题 

2020．5 

 

第 I 卷（必做题，共 160 分） 

一、填空题（本大题共 14 小题，每小题 5 分，共 70 分，请将答案填写在答题卷相应的位置

上．） 

1．已知集合 M＝ 2 2 0x x x  ，N＝ 1 1x x   ，则 M 与 N 的并集 M N＝       ． 

2．设复数 z a i  (a＞0)，若 2zz  ，则正实数 a 的值为       ． 

3．某电视台对一节目的喜爱程度进行网络调查，共有 12000 人参与调查，喜爱、一般、不

喜爱的人分别为 6000 人、5000 人、1000 人，为进一步了解被调查人的具体想法，现利

用分层抽样的方法抽取 60 人，则抽取不喜爱的人数为       ． 

4．某校志愿者小组有 2 名男生和 1 名女生，现从中任选 2 人参加活动， 

则女生入选的概率是       ． 

5．一个算法的伪代码如图所示，执行此算法，最后输出的 S 的值为      

  ． 

6．若双曲线
2 2

2 2
1

x y

a b
  (a＞0，b＞0)的离心率为 2，则其两条渐近线所成 

的锐角为       ．                                                  第 5 题 

7．设三棱锥 P—ABC 的体积为 V1，点 M，N 分别满足PM 2MB ，PN NC ，记三棱

锥 A—BMN 的体积为 V2，则 2

1

V

V
＝       ． 

8．在△ABC 中，角 A，B，C 所对的边分别为 a，b，c，若
sin A

sin B

b

a c



， 2a c ，则 cosA

＝       ． 

9．已知数列 na 、 nb 满足 2logn nb a ，且数列 nb 是等差数列，若 3 2b  ， 10 9b  ，

则数列 na 的前 n 项和 nS ＝       ． 

10．若函数 ( ) sin(2 )f x x   关于直线
4

x


 对称，则 的最小正值为       ． 

11．若存在实数 x(0，4)，使不等式
3 2 16 0x ax   成立，则实数 a 的取值范围是       ． 
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12．在锐角△ABC 中，已知 AH 是 BC 边上的高，且满足
1 2

AH AB AC
3 3

  ，则
AC

AB
的

取值范围是       ． 

13．设函数 2( ) 2 2xf x x ax b    ，若函数 ( )y f x 与函数 ( ( ))y f f x 都有零点，且它

们的零点完全相同，则实数 a 的取值范围是       ． 

14．若圆 C1：
2 2( ) 16x m y   与圆 C2：

2 2( ) 16x n y   相交，点 P 为其在 x 轴下方的

交点，且 mn＝﹣8，则点 P 到直线 x＋y﹣1＝0 距离的最大值为       ． 

二、解答题（本大题共 6 小题，共计 90 分，请在答题纸指定区域内作答，解答时应写出文

字说明、证明过程或演算步骤．） 

15．（本小题满分 14 分） 

若m ＝(sin
2

x
， cos

2

x
)，n ＝( cos

2

x
， 3 cos

2

x
)，设

3
( )

2
f x m n   ． 

（1）求函数 ( )f x 在[0，π]上的单调减区间； 

（2）在△ABC 中，角 A，B，C 所对的边分别为 a，b，c，若 (A) (B)f f ， 2a b ，

求 sinB 的值． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

16．（本小题满分 14 分） 

如图，在三棱柱 ABC—A1B1C1中，AA1＝AC，A1B⊥AC1，设 O 为 AC1与 A1C 的交点，

点 P 为 BC 的中点．求证： 

（1）OP∥平面 ABB1A1； 

（2）平面 ACC1⊥平面 OCP． 
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17．（本小题满分 14 分） 

如图 1 是淋浴房示意图，它的底座是由正方形截去一角得到，这一角是一 个与正方形

两邻边相切的圆的
1

4
圆弧（如图 2）．现已知正方形的边长是 1 米，设该底座的面积为 S 平

方米，周长为 l 米（周长是指图 2 中实线部分），圆的半径为 r 米．设计的理想要求是面积 S

尽可能大，周长 l 尽可能小，但显然 S、l 都是关于 r 的减函数，于是设 ( )
S

f r
l

 ，当 ( )f r

的值越大，满意度就越高．试问 r 为何值时，该淋浴房底座的满意度最高？（解答时 π以 3

代入运算） 

 

 

 

 

 

18．（本小题满分 16 分） 
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如图，A、B 为椭圆 C：
2

2

2
1

x
y

a
  短轴的上、下顶点，P 为直线 l：y＝2 上一动点，

连接 PA 并延长交椭圆于点 M，连接 PB 交椭圆于点 N，已知直线 MA，MB 的斜率之积恒

为
1

2
 ． 

（1）求椭圆 C 的标准方程； 

（2）若直线 MN 与 x 轴平行，求直线 MN 的方程； 

（3）求四边形 AMBN 面积的最大值，并求对应的点 P 的坐标． 

 

 

 

 

 

19．（本小题满分 16 分） 

已知数列 na 满足
1 2 1n na a n    ． 

（1）若数列 na 的首项为 1a ，其中 10 3a  ，且 1a ， 2a ， 3a 构成公比小于 0 的等

比数列，求 1a 的值； 

（2）若 na 是公差为 d(d＞0)的等差数列 nb 的前 n 项和，求 1a 的值； 

（3）若 1 1a  ， 2 2a   ，且数列 2 1na 
单调递增，数列 2na 单调递减，求数列 na

的通项公式． 
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20．（本小题满分 16 分） 

设函数
( )

( )
x

x
f x

e


 ，

ln
( )

( )

x
g x

x
 ，其中 ( )x 恒不为 0． 

（1）设
2( )x x  ，求函数 ( )f x 在 x＝1 处的切线方程； 

（2）若 0x 是函数 ( )f x 与 ( )g x 的公共极值点，求证： 0x 存在且唯一； 

（3）设 ( )x ax b   ，是否存在实数 a，b，使得 ( ) ( ) 0f x g x   在(0， )上恒成

立?若存在，请求出实数 a，b 满足的条件；若不存在，请说明理由． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

第 II 卷（附加题，共 40 分） 
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21．【选做题】本题包括 A，B，C 三小题，请选定其中两题作答，每小题 10 分共计 20 分，

解答时应写出文字说明，证明过程或演算步骤． 

A．选修 4—2：矩阵与变换 

直线 l 经矩阵 M＝
cos    sin

sin       cos

 

 

 
 
 

(其中 (0， ))作用变换后得到直线 l′：y＝2x，

若直线 l 与 l′垂直，求 的值． 

 

 

 

 

 

 

 

 

B．选修 4—4：坐标系与参数方程 

已知在直角坐标系 xOy 中，直线 l 的参数方程为

3
1

2

1

2

x t

y t


  


  


(t 为参数)．以坐标原点

为极点，以 x 轴的正半轴为极轴，建立极坐标系，曲线 C 的极坐标方程为 2  ，求直线

l 被曲线 C 截得的弦长． 

 

 

 

 

 

 

 

 

C．选修 4—5：不等式选讲 

若正数 a，b，c 满足2 4 3a b c   ，求
1 1 1

1 2 3a b c
 

  
的最小值． 
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【必做题】第 22 题、第 23 题，每题 10 分，共计 20 分，解答时应写出文字说明，证明过程

或演算步骤． 

22．（本小题满分 10 分） 

已知某高校综合评价有两步：第一步是材料初审，若材料初审不合格，则不能进入第二

步面试；若材料初审合格，则进入第二步面试．只有面试合格者，才能获得该高校综合评价

的录取资格，现有 A，B，C 三名学生报名参加该高校的综合评价，假设 A，B，C 三位学

生材料初审合格的概率分别是
1

3
，

1

2
，

1

4
；面试合格的概率分别是

1

2
，

1

3
，

2

3
． 

（1）求 A，B 两位考生有且只有一位考生获得录取资格的概率； 

（2）记随机变量 X 为 A，B，C 三位学生获得该高校综合评价录取资格的人数，求 X

的概率分布与数学期望． 
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23．（本小题满分 10 分） 

设集合
nT ＝{1，2，3，„，n}(其中 n≥3，n N )，将

nT 的所有 3 元子集（含有 3 个

元素的子集）中的最小元素的和记为
nS ． 

（1）求
3S ，

4S ，
5S 的值； 

（2）试求
nS 的表达式． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

江苏省盐城市 2020 届高三年级第三次模拟考试数学试题解析 

第 I 卷（必做题，共 160 分） 
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一、填空题（本大题共 14 小题，每小题 5 分，共 70 分，请将答案填写在答题卷相应的位置

上．） 

1．已知集合 M＝ 2 2 0x x x  ，N＝ 1 1x x   ，则 M 与 N 的并集 M N＝       ． 

答案：(﹣1，2) 

考点：集合并集运算 

解析：∵集合 M＝ 2 2 0x x x  ， 

      ∴M＝(0，2)，又∵N＝ 1 1x x   ，∴M N＝(﹣1，2) 

2．设复数 z a i  (a＞0)，若 2zz  ，则正实数 a 的值为       ． 

答案：1 

考点：复数 

解析：∵ z a i  ， 

      ∴
2( )( ) 1 2zz a i a i a      ， 

      又∵a＞0，∴a＝1． 

3．某电视台对一节目的喜爱程度进行网络调查，共有 12000 人参与调查，喜爱、一般、不

喜爱的人分别为 6000 人、5000 人、1000 人，为进一步了解被调查人的具体想法，现利

用分层抽样的方法抽取 60 人，则抽取不喜爱的人数为       ． 

答案：5 

考点：分层抽样 

解析：
60

1000 5
12000

  ． 

4．某校志愿者小组有 2 名男生和 1 名女生，现从中任选 2 人参加活动，则女生入选的概率

是       ． 

答案：
2

3
 

考点：随机事件的概率 

解析：3 人中任选两人有三种情况，其中女生入选的情况有 2 种，故女生入选的概率是
2

3
． 

5．一个算法的伪代码如图所示，执行此算法，最后输出的 S 的值为       ． 

 



10 

 

答案：13 

考点：伪代码 

解析：第一步：I＝3，S＝5； 

      第一步：I＝5，S＝9； 

第一步：I＝7，S＝13；此时 I＞6，输出 S 的值为 13． 

6．若双曲线
2 2

2 2
1

x y

a b
  (a＞0，b＞0)的离心率为 2，则其两条渐近线所成的锐角为       ． 

答案：
3


 

考点：双曲线的简单性质 

解析：∵ 2
c

a
 ，∴

2

2
4

c

a
 ，故

2 2

2
4

a b

a


 ， 3

b

a
 ， 

      ∴两条渐近线方程为： 3y x  ， 

      ∴两条渐近线所成的锐角为
3


． 

7．设三棱锥 P—ABC 的体积为 V1，点 M，N 分别满足PM 2MB ，PN NC ，记三棱

锥 A—BMN 的体积为 V2，则 2

1

V

V
＝       ． 

答案：
1

6
 

考点：三棱锥的体积 

解析：首先得 S△BMN＝
1

6
S△PBC，且点 A 到平面 BMN 与点 A 到平面 PBC 的距离相等， 

      故 2

1

V

V
＝

1

6
． 

8．在△ABC 中，角 A，B，C 所对的边分别为 a，b，c，若
sin A

sin B

b

a c



， 2a c ，则 cosA

＝       ． 

答案：
6

4
 

考点：正余弦定理 
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解析：∵
sin

sin

A b

B a c



，∴

a b

b a c



，把 2a c 代入得， 6b c ， 

      ∴
2 2 2 2 2 26 4 6

cos
2 42 6

b c a c c c
A

bc cc

   
   ． 

9．已知数列 na 、 nb 满足
2logn nb a ，且数列 nb 是等差数列，若

3 2b  ，
10 9b  ，

则数列 na 的前 n 项和
nS ＝       ． 

答案：2 1n   

考点：等差数列的通项公式，等比数列的前 n 项和 

解析：∵ nb 是等差数列，且
3 2b  ，

10 9b  ，∴ 1nb n  ， 

      ∴
12n

na  ，故 na 是的前 n 项和
2 1

2 1
2 1

n
n

nS


  


． 

10．若函数 ( ) sin(2 )f x x   关于直线
4

x


 对称，则 的最小正值为       ． 

答案：
2


 

考点：三角函数的对称性 

解析：由题意得，2
4 2

k 
   ，kZ， 

      则
2 2

k 
    ，kZ，所以 的最小正值为

2


． 

11．若存在实数 x(0，4)，使不等式
3 2 16 0x ax   成立，则实数 a 的取值范围是       ． 

答案：(6， ) 

考点：函数与不等式（存在性问题） 

解析：∵ x(0，4)，是不等式
3 2 16 0x ax   成立， 

      ∴
2

min

16
2 ( )a x

x
  ， 

令
2 16

( )f x x
x

  ，则
3

2

2( 8)
( )

x
f x

x


  ， 
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当 x(0，2)， ( ) 0f x  ， ( )f x 单调递减， 

当 x(2，4)， ( ) 0f x  ， ( )f x 单调递增， 

故
min( ) (2) 12f x f  ，2 12a  ，故 6a  ． 

12．在锐角△ABC 中，已知 AH 是 BC 边上的高，且满足
1 2

AH AB AC
3 3

  ，则
AC

AB
的

取值范围是       ． 

答案：(
2

2
，1) 

考点：平面向量与解三角形 

解析：由题意知 AH⊥BC，且 CH＝
1

3
BC， 

      在 Rt△ACH 中， 3cos
3

a

CH a
C

AC b b
   ，在△ABC 中，

2 2 2

cos
2

a b c
C

ab

 
 ， 

      所以
2 2 2

2 3

a b c a

ab b

 
 ，化简得

2 2 23 3 0a c b   ，得 1
b

c
 ， 

      ∵△ABC 是锐角三角形，∴
2 2 2 2 23 3b c a c b    ，得

2

2

b

c
 ， 

      ∴
2

1
2

b

c
  ，即

AC

AB
的取值范围是(

2

2
，1)． 

13．设函数
2( ) 2 2xf x x ax b    ，若函数 ( )y f x 与函数 ( ( ))y f f x 都有零点，且它

们的零点完全相同，则实数 a 的取值范围是       ． 

答案：(﹣2，0] 

考点：函数与方程 

解析：假设 0x 既是 ( )y f x 的零点，也是 ( ( ))y f f x 的零点， 

      则 0( ) 0f x  ， 0( ( )) 0f f x  ，即 (0) 0f  ，则 b＝0，∴
2( ) 2f x x ax  ， 

令 ( ) 0f x  ，解得 1 0x  ， 2 2x a ， 

∴ ( ( )) 0f f x  ，解得 ( ) 0f x  或 ( ) 2f x a ， 

①当 a＝0 时，符合题意； 
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②当 a≠0 时，方程 ( ) 2f x a 无解，即方程
2 2 2 0x ax a   无解， 

∴ 24 4( 2 ) 0a a   ，解得 2 0a   ， 

综上所述，﹣2＜a≤0． 

14．若圆 C1：
2 2( ) 16x m y   与圆 C2：

2 2( ) 16x n y   相交，点 P 为其在 x 轴下方的

交点，且 mn＝﹣8，则点 P 到直线 x＋y﹣1＝0 距离的最大值为       ． 

答案：
5 2

2
 

考点：直线与圆综合 

解析：由题意可知
2

p

m n
x


 ， 

代入圆 C1得
2 2( ) ( ) 4

16 16
4 4

p

m n m n mn
y

  
      ， 

∵mn＝﹣8，∴
2

2( ) 4 ( 8)
16 8 ( )

4 2
p

m n m n
y

    
      ， 

所以点 P 在圆
2 2 8x y  上，其中 0y  ， 

求得圆心 O 到直线 x＋y﹣1＝0 的距离是
2

2
， 

故点 P 到直线 x＋y﹣1＝0 的距离的最大值是
2 5 2

2 2
2 2

  ． 

二、解答题（本大题共 6 小题，共计 90 分，请在答题纸指定区域内作答，解答时应写出文

字说明、证明过程或演算步骤．） 

15．（本小题满分 14 分） 

若m ＝(sin
2

x
， cos

2

x
)，n ＝( cos

2

x
， 3 cos

2

x
)，设

3
( )

2
f x m n   ． 

（1）求函数 ( )f x 在[0，π]上的单调减区间； 

（2）在△ABC 中，角 A，B，C 所对的边分别为 a，b，c，若 (A) (B)f f ， 2a b ，

求 sinB 的值． 

解：（1）∵m ＝(sin
2

x
， cos

2

x
)，n ＝( cos

2

x
， 3 cos

2

x
)， 
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        ∴
23 3

( ) sin cos 3 cos
2 2 2 2 2

x x x
f x m n       

                          
1 1 cos 3

sin 3
2 2 2

x
x


    

                          
1 3

sin cos
2 2

x x   

                          sin cos cos sin
3 3

x x
 

   

                          sin( )
3

x


   

        由
3

2 2
2 3 2

k x k
  

      ，kZ， 

        解得
7

2 2
6 6

k x k
 

     ，kZ， 

        又∵x[0，π]，∴解得
6

x


  ， 

∴函数 ( )f x 在[0，π]的单调减区间为[
6


，π]， 

（2）由（1）知 ( ) sin( )
3

f x x


  ，其对称轴为
6

x k


  ，kZ， 

     当 x[0，π]，对称轴方程为
6

x


 ， 

     ∵ ( ) ( )f A f B ， 2a b ，即 A B ， 

∴
3

A B


  ，sin 2sinA B ，∴sin( ) 2sin
3

B B

   

sin cos cos sin 2sin
3 3

B B B
 

  ，∴
3 1

cos sin 2sin
2 2

B B B  ， 

即
5

cos sin
3

B B ，∵
2 2sin cos 1B B  ，且 B 为锐角，sinB＞0 
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解得
21

sin
14

B  ． 

16．（本小题满分 14 分） 

如图，在三棱柱 ABC—A1B1C1中，AA1＝AC，A1B⊥AC1，设 O 为 AC1与 A1C 的交点，

点 P 为 BC 的中点．求证： 

（1）OP∥平面 ABB1A1； 

（2）平面 ACC1⊥平面 OCP． 

 

解：（1）∵在三棱柱中，平面 ACC1A1是平行四边形， 

        ∴O 为 A1C 的中点，又∵P 为 BC 的中点， 

        ∴OP∥A1B， 

        ∵A1B平面 ABB1A1，OP平面 ABB1A1， 

        ∴OP∥平面 ABB1A1， 

   （2）∵平面 ACC1A1是平行四边形，且 AA1＝AC， 

        ∴平面 ACC1A1是菱形， 

        ∴AC1⊥A1C，即 AC1⊥OC， 

        ∵A1B⊥AC1，且 OP∥A1B， 

∴AC1⊥OP，又 AC1⊥OC，OP OC＝O， 

∴AC1⊥平面 OCP， 

∵AC1平面 ACC1， 

∴平面 ACC1⊥平面 OCP． 

17．（本小题满分 14 分） 

如图 1 是淋浴房示意图，它的底座是由正方形截去一角得到，这一角是一 个与正方形

两邻边相切的圆的
1

4
圆弧（如图 2）．现已知正方形的边长是 1 米，设该底座的面积为 S 平

方米，周长为 l 米（周长是指图 2 中实线部分），圆的半径为 r 米．设计的理想要求是面积 S

尽可能大，周长 l 尽可能小，但显然 S、l 都是关于 r 的减函数，于是设 ( )
S

f r
l

 ，当 ( )f r

的值越大，满意度就越高．试问 r 为何值时，该淋浴房底座的满意度最高？（解答时 π以 3

代入运算） 
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解：
4

4 2 4 4
2 2 2

r r
l r r

 
       ， 

2 2
2 24

1 ( ) 1 1
4 4 4

r r
S r r

 
       ， 

所以

2

21
44( )

16 2
4

2

r
r

f r
r r




 




， (0,1]r ， 

2

2

16 4
( )

2( 8)

r r
f r

r

 
 


，令 ( ) 0f r  ，解得 8 2 5r    (0,1]  

r (0，8 2 5 ) 8 2 5  (8 2 5 ，1) 

( )f r  ＋ 0 － 

( )f r  递增 极大值 递减 

故 8 2 5r   时， ( )f r 取得最大值． 

答：当 8 2 5r   时，该淋浴房底座的满意度最高． 

18．（本小题满分 16 分） 

如图，A、B 为椭圆 C：
2

2

2
1

x
y

a
  短轴的上、下顶点，P 为直线 l：y＝2 上一动点，

连接 PA 并延长交椭圆于点 M，连接 PB 交椭圆于点 N，已知直线 MA，MB 的斜率之积恒

为
1

2
 ． 

（1）求椭圆 C 的标准方程； 

（2）若直线 MN 与 x 轴平行，求直线 MN 的方程； 

（3）求四边形 AMBN 面积的最大值，并求对应的点 P 的坐标． 
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解：（1）A(0，1)，B(0，﹣1)，设 M(x，y)，则
2

2

2
1

x
y

a
   

        

2

2 2 2

( 1)( 1) 1 1 1

2
MA MB

y y y
k k

x x a

  
       ，

2 2a   

        因此，椭圆 C 的标准方程为：
2

2 1
2

x
y  ； 

（2）设 M(m，n)，则 N(﹣m，n)， ( 2,0) (0, 2)m   

     

( 1 )
1 11

2
2

( 1)
1

p

m
AM x y

n
y n

m n
BN x y

n


  

    
  

 

：

：

，故直线 MN 的方程为：
1

2
y  ； 

（3）设 P(t，2)，t≠0 

     
2 2

1
1 0

1
2 2

AP y x x
t

y
x y


  

 
   

：
或

22

2 22

2

4

4 22
( , )

2 22

2

t
x

t tt
M

t tt
y

t


   


  

 

 

     
2 2

3
1 0

1
2 2

BP y x x
t

y
x y


  

 
   

：
或

22

2 22

2

12

12 1818
( , )

18 1818

18

t
x

t tt
N

t tt
y

t


   


   

 

 

     
2 2 2 2

2

2

6

1 4 1 2 4 1 2
( ) 1 6

362 2 18 2 18
20

AMBN

t
t t t t tS AB

t t t t
t

t




     
   

 
四边形

 

     令
6

[2 6, )t x
t

    ，则
2

16
( )

8
AMBN

x
S f x

x
 


四边形

， [2 6, )x   
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2

2 2

16(8 )
( ) 0

( 8)

x
f x

x


  


，故 ( )f x 在[2 6, ) 上递减， 

     故 2 6x  ，即
6

t
t

 ，即 6t   时，
max( ) 6f x  ， 

即
AMBN

S
四边形

的最大值为 6  

     因此，四边形 AMBN 面积的最大值为 6 ，对应的点 P 的坐标为( 6 ，2)． 

19．（本小题满分 16 分） 

已知数列 na 满足
1 2 1n na a n    ． 

（1）若数列 na 的首项为
1a ，其中 10 3a  ，且

1a ，
2a ，

3a 构成公比小于 0 的等

比数列，求 1a 的值； 

（2）若
na 是公差为 d(d＞0)的等差数列 nb 的前 n 项和，求

1a 的值； 

（3）若 1 1a  ，
2 2a   ，且数列 2 1na 

单调递增，数列 2na 单调递减，求数列 na

的通项公式． 

解：（1）由题意知：

2 1

3 2 1

2

2 1 3

3
9

5
8

a a

a a a

a a a

   


   




； 

   （2）由题意知： 1 1b a ， 1 ( 1)nb a n d    

        
1 1 1 2 1n n na a b a dn n       对任意n N 均成立，其中 d＞0， 

        

1

1 1

1

3

2 5 1

23 7

0

d a

d a a

dd a

d

  


  
 

  




 

        此时，
1 1 1 2 1n n na a b a dn n       对任意n N 均成立，故 1 1a  ； 

   （3）由题意知： 1 3 5 2 11 na a a a       ， 2 4 6 22 na a a a        

        故 2 1n k  时， 1 1 2 1 2 4 1n n n n k ka a a a a a k          

        2n k 时， 1 2 1 2 4 1n n k ka a a a k       
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        则：
2 1 2 1 2k ka a   ， 

故 2 1 1 3 1 5 3 2 1 2 3( ) ( ) ( ) 2 1k k ka a a a a a a a k             

        即 n 为奇数时， na n ，又 n 为奇数时， 1 12 1 1n n na a n a n         

        即 n 为偶数时， na n   

        综上，
1( 1)n

na n   ． 

20．（本小题满分 16 分） 

设函数
( )

( )
x

x
f x

e


 ，

ln
( )

( )

x
g x

x
 ，其中 ( )x 恒不为 0． 

（1）设
2( )x x  ，求函数 ( )f x 在 x＝1 处的切线方程； 

（2）若 0x 是函数 ( )f x 与 ( )g x 的公共极值点，求证： 0x 存在且唯一； 

（3）设 ( )x ax b   ，是否存在实数 a，b，使得 ( ) ( ) 0f x g x   在(0， )上恒成

立?若存在，请求出实数 a，b 满足的条件；若不存在，请说明理由． 

解：（1）
2

( )
x

x
f x

e
 ，

1
(1)f

e
 ，

22
( )

x

x x
f x

e


  ，

1
(1)f

e
   

     故在 x＝1 处的切线方程为： 0x ey  ； 

（2）
( ) ( )

( )
x

x x
f x

e

  
  ，

2

( )
( ) ln

( )
( )

x
x x

xg x
x







   

     由题意知
0

0 0

0

( ) 0
ln 1 0

( ) 0

f x
x x

g x

 
  

 
： 

     令 ( ) ln 1h x x x  ，x＞0， ( ) ln 1h x x    

     
1( 0 , )x e 时， ( ) 0h x  ；

1( , )x e  时， ( ) 0h x   

     故 ( )h x 在
1(0, )e

递减，
1( , )e  递增 

     又 (0,1)x 时， ( ) 1h x   ，故 ( )h x 在(0，1)上无零点 

     (1) 1 0h    ， ( ) 1 0h e e   ，故 (1) ( ) 0h g e   



20 

 

     又 ( )h x 在[1, ) 递增，因此， ( )h x 在(1，e)上存在唯一零点 

     ∴
0x 存在且唯一； 

（3）由题意知： ( )x ax b   在 (0, ) 上无零点 

     当 a＝0 时，则 b≠0，
1 1

( ) ( ) 0
x x

b
f x g x

e bx xe


       ，符合题意； 

     又
1

(1) (1) 0
b

f g
e a b


    


，则 b(a＋b)＞0，故 b≠0 

     当 a≠0 时，要使 ( )x ax b   在 (0, ) 上无零点，显然 ab＞0 

     
2

ln

( ) ( ) 0
( )x

b
a a x

a ax b xf x g x
e ax b

 
 

    


在 (0, ) 上恒成立 

     即 ( )( ln ) 0
b

ax b a a x a
x

     在 (0, ) 上恒成立 

     令 ( )F x ax b a   ， (0, )x  ， ( ) ln
b

G x a x a
x

   ， (0, )x   

     , 0a b ① 时， max{0,1 }
b

x
a

  时， ( ) 0F x   

                   

1
1

max{ , }ax b e


 时， ln 1a x a  ， 1
b

x
   ，故 ( ) 0G x   

                   因此，

1
1

max{1 , , }a
b

x b e
a



  时， ( ) ( ) 0F x G x   

                   与题意不符，舍去； 

     , 0a b ② 时， max{0,1 }
b

x
a

  时， ( ) 0F x   

                   

1
1

max{ , }ax b e


  时， ln 1a x a   ， 1
b

x
  ，故 ( ) 0G x   

                   因此，

1
1

max{1 , , }a
b

x b e
a



   时， ( ) ( ) 0F x G x   

                   与题意不符，舍去； 
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     综上，存在 a＝0，b≠0 符合题意． 

 

第 II 卷（附加题，共 40 分） 

21．【选做题】本题包括 A，B，C 三小题，请选定其中两题作答，每小题 10 分共计 20 分，

解答时应写出文字说明，证明过程或演算步骤． 

A．选修 4—2：矩阵与变换 

直线 l 经矩阵 M＝
cos    sin

sin       cos

 

 

 
 
 

(其中 (0， ))作用变换后得到直线 l′：y＝2x，

若直线 l 与 l′垂直，求 的值． 

解：在 l 上任取一点 P(x，y)，设 P 经矩阵 M 变换后得到点 P′(x′，y′) 

  

 故
cos sin

sin cos

x x y

y x y

 

 

  

  

，又 P′在直线 l′：y＝2x 上，即 y′＝2x′ 

 则 sin cos 2 cos 2 sinx y x y       

 即直线 l： (sin 2cos ) (2sin cos ) 0x y        

 因为 l 与 l′垂直，故
sin 2cos 1

= cos 0
2sin cos 2

 


 


 


 

 又 (0, )  ，故
2


  ． 

 

B．选修 4—4：坐标系与参数方程 

已知在直角坐标系 xOy 中，直线 l 的参数方程为

3
1

2

1

2

x t

y t


  


  


(t 为参数)．以坐标原点

为极点，以 x 轴的正半轴为极轴，建立极坐标系，曲线 C 的极坐标方程为 2  ，求直线

l 被曲线 C 截得的弦长． 

解：直线 l 的直角坐标方程为： 3 1 0x y   ， 

曲线 C 的直角坐标方程为：
2 2 2x y  ，圆心为 C(0，0)，半径 r＝ 2 ， 
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圆心 C 到直线 l 的距离
2 2

1 1

21 ( 3)
d  


 

所以直线 l 被曲线 C 截得的弦长为 2 21
2 ( 2) ( ) 7

2
  ． 

 

C．选修 4—5：不等式选讲 

若正数 a，b，c 满足2 4 3a b c   ，求
1 1 1

1 2 3a b c
 

  
的最小值． 

解：因为正数 a，b，c 满足2 4 3a b c   ，所以2( 1) 4( 2) ( 3) 16a b c      ， 

所以
1 1 1 1 1 1 1

[2( 1) 4( 2) ( 3)] ( )
1 2 3 16 1 2 3

a b c
a b c a b c

          
     

， 

                      
21 11 6 2

( 2 2 1)
16 16


     

当且仅当
24 2 23

7
a


 ，

10 8 2

7
b


 ，

27 16 2

7
c


 时，取最小值

11 6 2

16


． 

 

【必做题】第 22 题、第 23 题，每题 10 分，共计 20 分，解答时应写出文字说明，证明过程

或演算步骤． 

22．（本小题满分 10 分） 

已知某高校综合评价有两步：第一步是材料初审，若材料初审不合格，则不能进入第二

步面试；若材料初审合格，则进入第二步面试．只有面试合格者，才能获得该高校综合评价

的录取资格，现有 A，B，C 三名学生报名参加该高校的综合评价，假设 A，B，C 三位学

生材料初审合格的概率分别是
1

3
，

1

2
，

1

4
；面试合格的概率分别是

1

2
，

1

3
，

2

3
． 

（1）求 A，B 两位考生有且只有一位考生获得录取资格的概率； 

（2）记随机变量 X 为 A，B，C 三位学生获得该高校综合评价录取资格的人数，求 X

的概率分布与数学期望． 

解：（1）记“A，B 两位考生有且只有一位考生获得录取资格”为事件 M 

A 考生获得录取资格的概率为
1 1 1

3 2 6
  ；B 考生获得录取资格的概率为

1 1 1

2 3 6
  ； 

所以
1 5 5 1 5

( )
6 6 6 6 18

P M       
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答：A，B 两位考生有且只有一位考生获得录取资格的概率为
5

18
； 

（2）随机变量 X 可能的取值为：0，1，2，3 

     C 考生获得录取资格的概率为
1 2 1

4 3 6
  ，由（1）得 A，B 两位考生获得录取资格

的概率均为
1

6
， 

    所以 A，B，C 三位考生获得高校综合评价录取资格的人数 X ~ B(3，
1

6
)， 

    则
0 3

3

5 125
( 0) ( )

6 216
P X C   ，

1 2

3

5 1 75
( 1) ( ) ( )

6 6 216
P X C   ， 

    
2 2

3

5 1 15
( 2) ( )( )

6 6 216
P X C   ，

3 3

3

1 1
( 3) ( )

6 216
P X C   ， 

       随机变量 X 的概率分布表如下： 

        

       数学期望为： 

       
125 75 15 1 1

( ) 0 1 2 3
216 216 216 216 2

E X          （人） 

       答：X 的数学期望为
1

2
人． 

 

23．（本小题满分 10 分） 

设集合 nT ＝{1，2，3，„，n}(其中 n≥3，n N )，将 nT 的所有 3 元子集（含有 3 个

元素的子集）中的最小元素的和记为 nS ． 

（1）求 3S ， 4S ， 5S 的值； 

（2）试求 nS 的表达式． 

解：（1） 3 {1,2,3}T  ，其所有三元子集为{1,2,3}，故 3 1S  ； 



24 

 

        
4 {1,2,3,4}T  ，其所有三元子集为{1,2,3}，{1,2,4}，{1,3,4}，{2,3,4}，故 4 5S  ； 

        5 {1,2,3,4,5}T  ，，其所有三元子集为{1,2,3}，{1,2,4}，{1,2,5}，{1,3,4}，

{1,3,5}，{1,4,5}，{2,3,4}，{2,3,5}，{2,4,5}，{3,4,5}，故 5 15S  ； 

   （2） {1,2,3, , }nT n 的所有三元子集中： 

        最小元素为 1 的三元子集个数为
2

1nC   

        最小元素为 2 的三元子集个数为
2

2nC   

        最小元素为 3 的三元子集个数为
2

3nC   

        „„ 

        最小元素为 n﹣2 的三元子集个数为
2

2C  

        
2 2 2 2 2 2

2 3 4 3 2 1( 2) ( 3) ( 4) 3 2n n n nS n C n C n C C C C             

           
2 3 2 2 2 2 2

2 3 3 4 3 2 1( 3)( ) ( 4) 3 2n n nC n C C n C C C C             

           
2 3 2 2 2 2

2 4 4 3 2 1( 3) ( 4) 3 2n n nC n C n C C C C            

           
2 3 3 2 2 2 2

2 4 4 4 3 2 1( 4)( ) 3 2n n nC C n C C C C C            

           
2 3 3 2 2 2

2 4 5 3 2 1( 4) 3 2n n nC C n C C C C           

           „„ 

           
4 3 3 3

4 4 5 nC C C C      

           
4 3 3

5 5 nC C C     

           
4

1nC  ． 

 


