
体现数学本质的概念教学设计
———以“函数的概念和图象”为例

金  鹏  高建平  （江苏省苏州高新区第一中学  ２１５０１１）

  《普通高中数学课程标准（２０１７ 年版）》明确提

出 ：“基于数学核心素养的教学活动应该把握数学的

本质 ．”什么是数学本质 ？ 数学本质就是数学内容

本身所具有的根本属性 ，是数学内容区别于其他学

科内容的基本特质 ．傅赢芳 、喻平在文［１］中指出 ：

“对数学本质的理解是学生发展数学核心素养的必

要条件 ，数学教学要关注知识的源起 、发展 、价值和

意义以及学科的内在本质和规律 ，引导学生从学科

的视角理解世界和分析问题 ，培养学科意识和思维

习惯 ．”数学教学应该注重数学本质的呈现 ，这是数

学教学的立足之本 ．基于此 ，笔者以“函数的概念和

图象”为例谈谈如何在数学概念教学中体现数学本

质 ，呈己之见 ，与同行探讨 ．

1  对教材内容深透理解
英国哲学家罗素曾说 ：“凡是你教的东西 ，要教得

透彻 ．”这就意味着教师必须要深钻教材 ，理清知识发

生的本质 ，把握教材中最主要 、最本质的东西 ．“函数的

概念和图象”是教材必修 １第 ２章“函数的概念”中的

第 １节内容 ，学生在初中已初步学习了函数知识 ，掌握

了一些简单函数的表示法 、性质 、图象 ．本节内容是对

函数概念的再认识 ，是对函数概念的深化与提高 ．为了

帮助学生在原有认知基础上突破认知瓶颈 （由变量说

向对应说的转变） ，整个设计从实际背景和定义两个方

面帮助学生理解函数概念的本质 ，而如何理解从集合

的角度抽象出函数概念的本质正是本节的重难点所

在 ．基于此 ，本节立足于学生所认识到的客观现实中的

生活实例 ，从具体问题入手 ，引导学生通过实验 、观察 、

归纳 、抽象 、概括等活动 ，数学地提出 、分析和解决问题 ．

为了使学生了解函数概念产生的背景 ，丰富函

数的感性认识 ，执教者力图通过本节课的教学 ，让学

生通过“经历”和“体验”达到“了解”“理解”的水平 ．

具体如表 １ ．

表 １

行为方面 水平方面

经历
经历数学抽象的过程 ；

经历函数概念的形成过程
了解

了解函数是非空数集到非空数集的一个对应 ；

了解函数的三要素

体验

体会函数是描述变量之间依赖关系的重要数学模型 ；

体会用集合与对应的语言来刻画函数 ；

体会对应关系在刻画函数概念中的作用

理解
理解函数概念的本质 ；

理解抽象的函数符号 f （x）的意义

2  教学设计要着重突出数学本质
张奠宙教授指出 ：数学教学的目标之一 ，是要把

数学知识的学术形态转化为教育形态 ，这是所有教

师的责任 ．实际上 ，数学知识的学术形态通常表现出

“冰冷的美丽” ，而数学知识的教育形态正是一种“火

热的思考” ．数学教师的任务在于把数学形式化的逻

辑链条 ，真实地还原为当初数学家发明（发现）时进

行数学思维的过程 ．为了使学生了解函数的本质 ，本

文真实地呈现其发展的历程 ．下面摘取三个片段 ．

·教学片段 １

问题 1  初中曾经学过哪些函数 ？

生 ：一次函数 、二次函数 、反比例函数 ．

师 ：比如 y ＝ x ＋ １ ，y ＝ x２

＋ ２ x ＋ ３ ，y ＝ １

x ，这些

都是初中学过的函数 ．

问题 2  初中的函数是怎样定义的 ？

生 ：一个量 y随另外一个量 x变化 ．

师 ：他描述得准确吗 ？ 还能不能更准确一

些呢 ？

生 ：在一变化过程中有两个变量 x 与 y ，对于变

量 x的每一个值 ，变量 y都有唯一的值与它对应 ，那

么称 y是 x的函数 ．

问题 3  为什么要建立函数的概念 ？函数的概

念是如何建立的 ？

（教室内一片沉寂）

师 ：函数概念是数学概念中最重要的概念之一 ，

纵观 ３００年来函数概念的发展 ，众多数学家从多种

角度不断赋予函数概念以新的思想 ，从而推动了整

个数学的发展 ．下面就让我们翻开历史 ，一起来看一

看“函数”的来龙去脉吧 ．
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（通过 PPT 介绍函数概念的发展与形成的第一
阶段 ：函数的变量说）

１７世纪伽俐略在《两门新科学》一书中 ，用文字

和比例的语言表达函数的关系 ．１７１８年约翰 ·贝努

利对函数概念进行了明确定义 ，他把变量 x 和常量
按任何方式构成的量叫做“ x 的函数” ．欧拉在《无穷

分析引论》（１７４８）中给出的函数定义是 ：“一个变量

的函数是由该变量和一些数或常量以任何方式组成

的解析式 ．”

１７和 １８世纪的数学家对函数问题的认识有着

共同的思考 ：函数就是解析式 ．

问题 4  y ＝ １（x ∈ R）是函数吗 ？是不是所有

的函数关系都能用解析式表示 ？没有解析式的能算

作函数吗 ？

学生众说纷纭 ．

设计意图  基于学生的最近发展区 ，从学生初

中学习的知识入手 ，但其对函数这个概念仍然是模

糊的 ，特别是为什么要建立函数的概念 ？函数的概

念是如何建立的 ？概念的形成经历了哪些过程 ？等

等 ．基于此 ，通过阅读材料 ，让学生沿着数学家探索函

数概念所走过的路 ，了解概念的来龙去脉 ，经历知识

发生发展的过程 ．从数学自身的发展来看 ，变量与函

数概念的引入 ，标志着数学由常量数学向变量数学迈

进 ．初中函数概念是用“变量说”来定义的 ，这种定义

方式有易于学生接受的一面 ，也有其不足的一面［２］
．

例如 ，当我们遇到问题 ４ ，y是一个常数 ，并没有体现

出一个量随另外一个量变化 ，学生就会疑惑这到底

是不是函数 ，由此需要对函数进行更深一步的研究 ．

·教学片段 ２

在现实生活中 ，我们可能会遇到下列问题 ：

１ ．估计人口数量变化趋势是我们制定一系列相

关政策的依据 ．从人口统计年鉴中可以查得我国

１９４９ — １９９９年人口数据资料如表 ２所示 ，你能根据

该表说出我国人口的变化情况吗 ？

表 ２

年份 １９４９ 0１９５４ い１９５９  １９６４ 寣１９６９ １９７４ t１９７９ 梃１９８４ \１９８９ 行１９９４ D１９９９ 吵
人口数 ／百万 ５４２  ６０３ 崓６７２  ７０５ u８０７ 殚９０９ ]９７５ 蜒１ ０３５ k１ １０７ 哌１ １７７ S１ ２４６ 妹
  ２ ．一个物体从静止开始下落 ，下落的距离 y（单
位 ：m）与下落时间 x （单位 ：s）之间近似地满足关系
式 y ＝ ４ ．９ x ２

．若一物体下落 ２ s ，你能求出它下落的
距离吗 ？

３ ．图 １为某市一天 ２４小时内的气温变化图 ．

图 １

（１）上午 ６时的气温约是多少 ？全天的最高 、最

低气温分别是多少 ？

（２）在什么时刻 ，气温为 ０ ℃ ？

（３）在什么时段内 ，气温在 ０ ℃ 以上 ？

评注  对于上述问题 ，从学生的实际情况来

看 ，也只能是从表面上去回答 ，问题 ２ 、３还可以根据

解析式和图象去寻求解答 ，而对于问题 １学生最多

也只能发现随着年份的增加 ，人口越来越多 ．对于接

下来如何研究函数 、怎样抽象出函数的概念仍然没

有清晰的路线与方法 ．教师可以引导学生进一步提

出一系列有层次的问题 ，并借助函数的发展史 ，借鉴

数学家的研究路线等开始概念学习 ．

问题 1  当情境１中年份确定时 ，相应年份的人

口数是否确定 ？那么你能根据表格写出 １９４９ — １９９９

年年份与我国人口数的关系式吗 ？

问题 2  当情境 ３中的时间确定时 ，相应的温度

是否确定 ？你能写出温度随时间变化的关系式吗 ？

问题 3  上述问题有变量吗 ？有几个变量 ？分

别是什么 ？

问题 4  上述例子中变量间的关系有什么共同
特点 ？

（待学生充分思考 、讨论 、交流 、阐述后 ，教师带

领学生通过 PPT再次了解函数概念的发展与形成的
第二阶段 ：变量的对应说）

欧拉发现函数表示的是变量的一种依赖关系 ，

并于 １７５５年在《微分学原理》序言中给出定义 ：“如

果某个量依赖于另一个量 ，当后面这个量变化时 ，前

面这个量也随之变化 ，则前面这个量称为后面这个

量的函数 ．”但也有学者发现并不是所有变量之间都

具有依赖性 ，如果在解析式中找不到 x ，y 的对应关
系 ，那么还能算作函数吗 ？ １８２３年柯西从定义变量

开始给出了函数的定义 ，同时指出函数不一定要有

解析表达式 ．１８３７年狄利克雷认为怎样去建立 x 与
y之间的关系无关紧要 ，他拓广了函数概念 ，指出 ：

“对于在某区间上的每一个确定的 x 值 ，y 都有一个
确定的值 ，那么 y叫做 x 的函数 ．”

·教学片段 ３

（带领学生通过 PPT 了解函数概念的发展与形
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成的第三阶段 ：集合的对应说）

狄利克雷的函数定义出色地避免了以往各种函

数定义中所有的关于依赖关系的描述 ，更加简明 、精

确 ，并呈现完全清晰的方式 ．至此 ，我们可以说 ，函数

概念 、函数的本质定义已经形成 ，这就是人们常说的

经典函数定义 ，也就是同学们初中学习的函数定义 ．

但是我们进入高中学习了集合 ，那能不能用集合语

言来描述这三个情境中的共同特征 ？

学生再次深思 ，教师根据学生的讨论适时地提

出以下几个问题 ：

问题 1  能否用集合语言来描述这两个变
量呢 ？

问题 2  怎样用集合语言来描述这种对应关
系 ？这种对应关系存在什么规律呢 ？

问题 3  结合刚才所概括的函数本质 ，能否给

出函数的概念 ？

问题 4  y ＝ １（x ∈ R）是函数吗 ？

生 ：是函数 ，此时 A ＝ R ，B ＝ ｛１｝ ，对于集合 A 中
每一个元素 x ，在集合 B 中都有唯一的元素 １和它

对应 ．

师 ：说得很好 ．在康托创立集合论之后 ，维布伦

（Veblen）第一次用“集合”与“对应”的概念为近代

函数定义 ，通过集合的概念把函数的三要素具体化 ，

打破了“变量是数”的限制［３］
．

设计意图  在函数概念的引入中 ，通过具体实

例使学生体会对应关系 ．这里考虑到学生的认知基

础 ，从已经掌握的具体函数出发 ，结合生活经历引发

学生思考 ，逐步构建函数的一般概念 ．

3  教学中如何体现数学本质
3 ．1  寻根究源 ，从数学文化中感悟知识的本质

课标倡导让学生发现 、探索 、学习新的知识 ，但

与此同时 ，介绍有关的背景文化（如上述介绍函数概

念的发展历史） ，让学生欣赏数学家的探索经历 ，从

这些过程中感受数学家们的执著 、反复与严谨 ，这将

会带给学生情感 、态度和价值观上的变化 ．另外 ，数

学文化中蕴含的数学理性精神的追求 ，正是对数学

本质孜孜不倦追求的体现 ，如本案例中函数概念从

变量说向对应说的探索过程就是数学家不断追求数

学本质的漫长过程 ，学生在这样的过程中将感悟到

数学知识是不断严谨化的思维成果 ，也更可能触及

函数概念的本质 ．

3 ．2  基于实际 ，从具体情境中抽象出数学本质

数学的高度抽象性是数学的本质特征 ，正是这

样的特征使得多数学生不易理解数学 ，产生学习的

畏惧感 ．在概念教学中 ，增加“使学生感受数学与现

实生活的联系” ，使他们有更多的机会从身边熟悉的

实例中学习数学概念和理解数学知识 ，感受到数学

的价值 ．更重要的是 ，学生通过对实例的研究 ，经历

观察 、归纳 、概括等重要的数学抽象过程 ，通过实例

的具象共性看到知识的深刻本质 ，具体化 、生活化的

案例降低了数学的抽象程度 ，降低了数学教学的起

点和难度 ，增强了学生学习数学的信心和乐趣 ．

3 ．3  强调生成 ，在理性探究中理解数学本质

新课标强调知识的生成 ，只有经历整个知识的

探究（学习）过程才能理解数学的本质 ，才能将概念

的过程形态转变为对象形态稳定在头脑中 ．本节课

经历了以下过程 ：

（１）用问题引出与初中函数概念“变量说”的认

知冲突 ，引发学生思考 ．为了形成新概念 ，选择所考

察的经验材料要能够帮助学生概括概念的内涵 ．

（２）三个具体实例（表 、关系式 、图象）实际是函

数概念的三个不同的表征形式 ，既与初中学习的函

数表示方法相联系 ，又打破了初中学习的局限 ，学生

在这一过程中很好地完成了函数概念的迁移 ．

（３）通过实例抽象数学概念 ，为了降低难度 ，引

导学生用集合语言来阐述它们的共同特点 ，让学生

了解函数是数集之间的一种特殊的对应关系 ，并引

导学生体会初 、高中函数的定义 ，发现其本质一样 ，

不同的是初中突出变化 ，高中突出对应 ．

（４）经历“一次次地提出概念 、一次次地推翻概

念”的探究过程 ，让学生对函数概念的发展 、内涵与

外延认识得更加深刻 ．让学生自主建构概念发生的

线路图 ，帮助学生了解概念的来龙去脉 ，经历知识发

生发展的过程 ，完善其数学认知结构 ，促进对核心概

念的整体理解 ．

总之 ，一节真正好的数学课 ，应该跳出题海 ，回

归本源 ，让学生真真切切地在设计的数学活动中感

受数学的本质 ，理解数学的本质［４］
．
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