
高三复习课通过设计合理的题组，能够突破简单

的题型模仿和日复一日的题海训练，从而让学生学会

思考、学会迁移、学会应用．

本文聚焦“二次函数恒成立问题”，采用题组教学

实现问题的多变和多用，并借此谈谈高三复习课的教

学感悟．

一、教学设计简述

引例 已知 x ∈[-1, 1] 时， f (x)= x2 - ax + a2 > 0 恒

成立，求实数 a的取值范围．

1. 一题多解，学会思考

同一道数学题，从不同的角度思考可以得到多种

解题思路．广泛寻求多种解法，有助于拓宽解题思

路，发展观察、想象、探索、思考等能力．

思路1：原问题直接转化为求函数 f (x)= x2 - ax + a2
在 x ∈[- 1, 1]上的最小值，然后让函数的最小值大于 0
即可.

思路2： x2 - ax + a2 > 0 变形为 aæ
è

ö
ø

x - 12 < x2 ，然后

按照 x ∈ é
ë

ö
ø

-1, 12 和 x ∈ æ
è

ù
û

12 , 1 分离参数进行讨论.

思路3：根据判别式 Δ= a2 - 2a ，结合二次函数

f (x)= x2 - ax + a2 的图象进行分类讨论.
思路4：问题转化为 aæ

è
ö
ø

x - 12 < x2 在 x ∈[- 1, 1] 上
恒成立. 在同一坐标系中，分别作出函数 y = x2 和函数

y = aæ
è

ö
ø

x - 12 （恒过定点）的图象，数形结合即可．

解需有法，解无定法．大法必依，小法必活．思

路 1 和思路 2 重在训练学生对函数最值的计算能力，

思路 3和思路 4更注重数形结合思想的渗透.
可见，题目信息与不同数学知识的结合，可能会

形成多个解题方向，这是一题多解产生的主要原因，

若能取其中最简捷的路径，就可以得到题目的最优解

法．提倡一题多解，并非是鼓励简单地罗列各种解

法，而是在解后反思中“多解选优”，使学生的解题能

力在解后反思中形成与提高．

2. 一题多变，学会迁移

数学解题教学应突出探索活动，而且探索活动不

应停留在对原习题的解法的探索上，而应适当地对原

习题进行深层次的探索，挖掘出更深刻的结论，这就

是数学教学中的变式艺术．

变式，是一种探索问题的方法，也是一种值得提
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倡的学习方法，它可以激发学生学习数学的兴趣，有

效地提高学生的数学水平．

对于引例，教学中通过以下两个题组，进行变式

训练．

题组1：
（1）若不等式 x2 + 2(a - 2)x + 4 > 0 对任意 x ∈[-3, 1]

恒成立，则 a的取值范围是__________．
（2）若不等式 x2 + 2(a - 2)x + 4 < 0对任意 x ∈[-3, -1]

恒成立，则 a的取值范围是__________．
（3） 若不等式 2ax2 - ax + 1≥ 0 对任意 x ∈(0, +∞)

恒成立，则 a的取值范围是__________．
（4）若不等式 x2 - 2ax - 3a2 ≥ 0 对任意 x ∈(1, 2) 恒

成立，则 a的取值范围是_____________．
对于（1），与引例几乎相同，设置此题的目的就是

通过训练同类题来巩固方法，也想看看学生是如何做

到“多解优选”的. 上文所述 4种思路均可解决，让

学生自己体验和选择.
对于（2），设计意图与（1）形成对比，题目类似，

但方法不同. 结合二次函数图象可知，当开口向上

时，若 f (x)< 0 在区间 [m, n]上恒成立，只需 { f (m)< 0，
f (n)< 0

即可，以合理选择思路，实现优化解题.
对于（3），若二次函数图象的开口向下，则 x→ +∞

时， y < 0 ，由此可知该题中 a≥0 . 显然 a = 0 符合题

意；当 a > 0 时，对称轴是 x = 14 ，所以函数在 (0, +∞)
上的最小值为 f æ

è
ö
ø

14 ，所以只需 f æ
è

ö
ø

14 ≥ 0即可.
对于（4），就更能体现方法服从题目了. 因为方程

x2 - 2ax - 3a2 = (x - 3a)(x + a)= 0 的两个根为 x1 = 3a，x2 =

-a，结合两根的大小比较，以及函数图象，可以制定

出分类讨论的标准，从而解决问题．

题组2：

（1） 若任意 x ∈[1, 3] ，不等式 x2 - 52mx + 4 > 0 恒

成立，则 m的取值范围是__________．
（2） 若存在 x ∈[1, 3] ，不等式 x2 - 52mx + 4 > 0 有

解，则 m的取值范围是__________．
（3） 若对任意 m ∈[1, 2] ，不等式 x2 - 52mx + 4 > 0

恒成立，则 x的取值范围是__________．
对于（1）和（2），对比“恒成立”与“能成立”的

区别，该题适宜采用分离参数法. 其中对于（1），有

52m< æ
è

ö
ø

x + 4
x min

；对于（2），有 52m< æ
è

ö
ø

x + 4
x max

，问题

转化为求 y = x + 4
x
在 x ∈[1, 3]上的最大值和最小值．

对于（3），将 m 看作主元，令 g(m)= - 52 xm + x2 + 4，
因为 g(m) 是关于 m 的一次函数，所以只需要 {g(1)> 0，

g(2)> 0
即可．

通过设计这样的题组，将知识与方法集中进行对

比、分析，促进知识条理化和系统化，进而提高学生

分析问题和解决问题的能力，使学生形成良好的数学

认识结构．

3. 一题多用，学会化归

教学例题大多有广泛的应用价值．一题多解，实

现了由点到线的变化；一题多用，又产生了线扩大到

面的变化．这样，例题教学便可多层次、广视角、全

方位地进行研究和拓展，充分发挥潜能．

恒成立问题有着广泛的应用，有些试题表面上未

涉及到“恒成立”字样，通过化归即可转化为恒成立

问题，体现化陌生为熟悉的思维过程．为此，笔者设

计了题组 3供学生练习．

题组3：
（1）已知函数 f (x)= lg(mx2 +mx + 3) 的定义域是R，

求实数 m的取值范围．

（2） 已知函数 f (x)= x3 - 3(a - 1)x2 - 6ax, 当a > 0时，

若函数 f (x)在区间 [-1, 2]上是单调函数，求实数 a 的

取值范围．

（3）若函数 f (x)= x - 13sin 2x + a sin x在 (-∞, +∞)上
单调递增，求实数 a的取值范围．

（4）已知函数 f (x)= 2mx2 - 2(4 -m)x + 1， g(x)=mx，
若对于任一实数 x ， f (x) 与 g(x) 的值至少有一个为

正，求实数 m的取值范围．

对于（1），问题转化为 mx2 +mx + 3 > 0 在R上恒成

立，这是学生熟悉的题目.
对于（2），由题意可知， f ′(x)= 3x2 - 6(a - 1)x - 6a在

·· 11



中国数学教育 2017年第4期（总第172期） 中国数学教育 2017年第4期（总第172期）

[-1, 2] 上恒大于等于0或恒小于等于0，分两种情况讨

论，但注意到 f ′(-1)= -3 < 0，则 f ′(x)= 3x2 - 6(a - 1)x - 6a
在 [-1, 2] 上只能恒小于等于 0，然后由题组1（2）的解

题经验就轻松搞定了．该题单调性不确定，但由于在

端点 x = -1处导数为负，所以导数只可能恒小于等于0，
端点在该题解答过程中起到至关重要的作用，避免了

繁杂的分类讨论，我们把这种通过端点来缩小参数取

值范围的方法称为“端点效应”．

对于（3），该题将导数与三角函数结合在一起进行

考查，有所创新，求解的关键是把函数的单调性问题

转化为不等式的恒成立问题，再通过换元，进一步转

化为二次函数的恒成立问题. 换元时，一定要注意新

元的范围， f ′(x)= 1 - 23cos 2x + a cos x≥0 对 x ∈R 恒成

立，即 4 cos2x - 3a cos x - 5≤ 0 对 x ∈R 恒成立，可通

过换元变形为 4t2 - 3at - 5≤ 0 对 t ∈[-1, 1] 恒成立. 此

时回到题组1（2）的解题思路上即可．

对于（4），当 m= 0 时，显然不满足；当 m< 0 ，

x→ +∞ 时， f (x) 与 g(x) 的值均为负数，所以必有

m> 0 . 此时， g(x) 在 (0, +∞) 上恒为正，所以只需

f (x)= 2mx2 - 2(4 -m)x + 1 > 0 在 (-∞, 0] 上恒成立即可.
问题可以进一步转化为求函数 f (x)= 2mx2 - 2(4 -m)x + 1
在 (-∞, 0] 上的最小值，只要比较对称轴与 y轴的位置

关系，进行分类讨论即可．所以有
ì
í
î

ï

ï

4 -m2m ≥0，
f (0)> 0 或

ì

í

î

ïï
ïï

4 -m2m < 0，
f æ
è

ö
ø

4 -m2m > 0. 解得 0 <m< 8 ．

4. 解后反思，回归本源

养成解后反思的习惯是提高学习效率、培养数学

能力行之有效的方法．本节课的设计主要是解决有关

二次函数的恒成立问题，从一题多解中训练学生的思

维，从一题多变中筛选出最优的解题策略，从一题多

用中提高学生的化归与转化能力．

经历了三个题组的训练，学生自觉地反思有关二

次函数的恒成立问题的解题策略，主要有两种：一是

分离变量法， a < g(x)恒成立，即 a < g(x)min ，问题转化为

求 y = g(x) 在区间上的值域；二是不分离， f (x)> 0 恒

成立，即 f (x)min > 0 ，同样，问题转化为求 y = f (x)在区

间上的值域，此时求函数的值域往往要对参数进行分

类讨论. 学生关于函数值域的计算能力决定着本节课

的问题解决能力，这是处理恒成立问题的核心思想.
但是方法服从题目，题组1（2）很好地验证了这一点，多

一点想，就少一点算. 同样地，题组3（2）以及题组3（3）
的最终落脚点都在于此．

当我们获得问题的一种解法后，不要为一时的收

获而“沾沾自喜”，使思维停滞不前，要对自己的思维

过程进行积极的反思与监控：是否有可以改进的地

方？能否删除多余的环节？题目会有怎样的变化和发

展？从而通过反思加深对问题本质的理解．

二、教学感悟

题组教学，是设计一组或多组具有典型代表性的

题目作为例题，每组中采用同题多变、同题多解、同

类问题不同方法或同种方法不同问题等，进行例题的

设计，摒弃例题和习题的离散堆积．

高三复习课的根本任务是梳理概念，形成网络，

构建知识间的联系，进而提升能力，拓展思维.
一方面，复习课的教学要重视利用本原性问题进

行驱动. 例如，函数的值域是求解二次函数恒成立问

题的本源知识，课堂上，教师要从这样的问题出发，

串联问题、探究知识、揭示方法，引导学生进行火热

的思考.
另一方面，解题教学要重视反思与回顾. 显然，

如果没有反思与回顾，不仅没有这个问题的多种解

法，更不会有关于这个问题的类比和变式，也就体验

不到问题的活力和价值了，这无疑是入宝山而空返．

正如费赖登塔尔所言：反思是一种重要的数学活动，

它是数学活动的核心．
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