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江苏省仪征中学 2020-2021 学年度高三数学周六试卷（2020.12.19） 

一、选择题（本大题共 8 小题，共 40.0 分） 

1. 已知集合𝐴 = *−1,0+，𝐵 = *0,1,2+，则𝐴 ∪ 𝐵的子集个数是(    ) 

A. 4 B. 8 C. 16 D. 32 

2. 已知复数𝑧 =
5:3𝑖

1;𝑖
，则下列说法正确的是(    ) 

A. z 的虚部为 4i B. z 的共轭复数为1 − 4𝑖 

C. |𝑧| = 5 D. z 在复平面内对应的点在第二象限 

3. 已知在圆𝑀:𝑥2 + 𝑦2 − 4𝑥 + 2𝑦 − 4 = 0内，过点𝑂(0,0)的最长弦和最短弦分别是 AC 和 BD，则四

边形 ABCD 的面积为(    ) 

A. 6 B. 8 C. 10 D. 12 

4. 下图是2010 − 2019年这十年我国考研报名人数统计图，根据统计图所提供的信息，判断下列说法

正确的是(   ) 

A. 2010 年以来我国考研报名人数逐年增多 B. 这十年中，考研报名人数的极差超过 150 万人 

C. 这十年中，2016 年相比上一年考研报名人数增速最快 

D. 考研报名人数增速最快的三年分别是 2019 年，2018 年，2017 年 

5. 函数𝑓(𝑥) = 𝑥|𝑥| − sin2𝑥的大致图象是(        ) 

A.  B.  

C.  D.  
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6. 设 F 为抛物线𝐶: 𝑦2 = 3𝑥的焦点，过 F 且倾斜角为30°的直线交 C 于 A，B 两点，O 为坐标原点，

则△ 𝑂𝐴𝐵的面积为(  ) 

A. 
3√3

4
 B. 

9√3

8
 C. 

63

32
 D. 

9

4
 

7. 已知𝑓(𝑥)是定义在 R 上的奇函数，当𝑥 ∈ (0,+∞)时，𝑓(𝑥) = 2𝑥 − 2，则不等式𝑓(log2𝑥) > 0的解

集为(  ) 

A. .0,
1

2
/       B. .

1

2
, 1/ ∪ (2,+∞)      C. (2,+∞) D.  

8. 已知函数𝑓(𝑥) = {
1

𝑥:1
− 3, 𝑥 ∈ (−1,0-

𝑥, 𝑥 ∈ (0,1-
，且𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥) − mx − 𝑚在(−1,1-内有且仅有两个不同的零

点，则实数 m 的取值范围是(    ) 

A. (−
9

4
, −2- ∪ (0,

1

2
- B. (−

11

4
, −2- ∪ (0,

1

2
-  C. (−

9

4
, −2- ∪ (0,

2

3
- D. (−

11

4
, −2- ∪ (0,

2

3
- 

二、不定项选择题（本大题共 4 小题，共 16.0 分） 

9. (多选题)下列函数中，在区间(0,+∞)上为减函数的有(    )． 

A. 𝑦 = √𝑥 + 1       B. 𝑦 = −(𝑥 + 1)2      C. 𝑦 = 2;𝑥     D. 𝑦 = log0.5(𝑥 + 1) 

10. 下列说法正确的有(   ) 

A. 若𝑎 > 𝑏,那么
1

𝑎3 <
1

𝑏3               B. 若𝑎 < 𝑏 < 0，则
1

𝑎
>

1

𝑏
 

C. 若𝑥 > 0，则𝑥 +
4

𝑥:2
有最小值 2      D. 若𝑥 ∈ 𝑅，则

2𝑥

𝑥2:1
有最大值 1 

11. 给出下列四个命题，正确的是(    ) 

A. 函数𝑦 = tanx的图象关于点(
𝜋

2
, 0)对称  B. 函数𝑓(𝑥) = sin|𝑥|是最小正周期为𝜋的周期函数 

C. 设𝜃为第二象限的角，则tan
𝜃

2
> cos

𝜃

2
，且sin

𝜃

2
> cos

𝜃

2
 

D. 函数𝑦 = cos2𝑥 + sinx的最小值为−1 

12. 关于函数𝑓(𝑥) =
2

𝑥
+ 𝑙𝑛𝑥，下列判断正确的是(      ) 

A. 𝑥 = 2是𝑓(𝑥)的极大值点 B. 函数𝑦 = 𝑓(𝑥) − 𝑥有且只有 1 个零点 

C. 存在正实数 k，使得𝑓(𝑥) > 𝑘𝑥成立 

D. 对两个不相等的正实数𝑥1，𝑥2，若𝑓(𝑥1) = 𝑓(𝑥2)，则𝑓(𝑥1 + 𝑥2) >
1

2
+ ln 4． 

三、填空题（本大题共 4 小题，共 20.0 分） 

13. 在△ 𝐴𝐵𝐶中，∠𝐴𝐵𝐶 = 120°，𝐵𝐴 = 4，𝐵𝐶 = 2，D 是 AC 边上一点，且𝐷𝐶⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = −
3

4
𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗，则

𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ · 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ =________． 
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14. 将函数𝑓(𝑥) = sin𝑥sin .
𝜋

2
+ 𝑥/ + √3cos(𝑥 + 𝜋)cos(𝜋 − 𝑥) −

√3

2
的图象上各点的纵坐标保持不变，横

坐标缩短到原来的
1

2
，再把所得的函数图象向右平移

𝜋

6
个单位长度，得到函数𝑦 = 𝑔(𝑥)的图象，则

函数𝑔(𝑥)在00,
𝜋

4
1上的取值范围为________． 

15. 如图，𝐹1、𝐹2是双曲线
𝑥2

𝑎2 −
𝑦2

𝑏2 = 1(𝑎 > 0, 𝑏 > 0)的左、右焦点，过𝐹1的直线 l 与双

曲线的左右两支分别交于点 A、𝐵.若△ 𝐴𝐵𝐹2为等边三角形，则双曲线的离心率为

______． 

 16. 已知三棱锥𝑃 − ABC的四个顶点均在同一个球面上，底面 ABC 满足BA = BC = √6，∠ABC =
𝜋

2
，若

该三棱锥体积的最大值为 3，则其外接球的体积为_________． 

四、解答题（本大题共 6 小题，共 72.0 分） 

17. 已知函数𝑓(𝑥) = cos2𝑥 + √3sin(𝜋 − 𝑥)cos(𝜋 + 𝑥) −
1

2
．(1)求函数𝑓(𝑥)在,0, 𝜋-上的单调递减区间； 

(2)在锐角𝛥𝐴𝐵𝐶中，内角𝐴, 𝐵, 𝐶的对边分别为𝑎, 𝑏, 𝑐，已知𝑓(𝐴) = −1, 𝑎 = 2, 𝑏sin𝐶 = 𝑎sin𝐴，求𝛥𝐴𝐵𝐶

的面积． 

 

 

 

18. 在平面直角坐标系 xOy 中，已知点𝐴(−1,0)，𝐵(1,2)，直线 l 与 AB 平行． 

(1)求直线 l 的斜率； 

(2)已知圆 C：𝑥2 + 𝑦2 − 4𝑥 = 0与直线 l 相交于 M，N 两点，且MN = AB，求直线 l 的方程； 

(3)在(2)的圆 C 上是否存在点 P，使得𝑃𝐴2 + 𝑃𝐵2 = 12？若存在，求点 P 的个数；若不存在，说

明理由． 
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19. 如图，四棱锥𝑃 − 𝐴𝐵𝐶𝐷中，𝐴𝐵//𝐷𝐶，∠𝐴𝐷𝐶 =
𝜋

2
，𝐴𝐵 = 𝐴𝐷 =

1

2
𝐶𝐷 = 2，𝑃𝐴 = 𝑃𝐷 = 𝑃𝐵 = √6． 

(1)求证：𝐵𝐶 ⊥ 𝑃𝐷； 

(2)在线段 PC 上是否存在点 M，使得平面 ABM 与平面 PBD 所成锐二面角为
𝜋

3
？若存在，求 MC 的

长；若不存在，说明理由． 

 

 

 

 

 

20. 核酸检测是诊断新冠肺炎的重要依据，首先取病人的唾液或咽拭子的样本，再提取唾液或咽拭子

样本里的遗传物质，如果有病毒，样本检测会呈现阳性，否则为阴性.根据统计发现，疑似病例核

酸检测呈阳性的概率为𝑝(0 < 𝑝 < 1)，现有 4 例疑似病例，分别对其取样、检测，多个样本检测时，

既可以逐个化验，也可以将若干个样本混合在一起化验，混合样本中只要有病毒，则混合样本化

验结果就会呈阳性，若混合样本呈阳性，则将该组中各个样本再逐个化验；若混合样本呈阴性，

则该组各个样本均为阴性．现有以下三种方案： 

方案一：逐个化验；方案二：四个样本混在一起化验；方案三：平均分成两组化验．在新冠肺炎

爆发初期，由于检查能力不足，化检次数的期望值越小，则方案越“优”． 

(1)若𝑝 =
1

4
，求 2 个疑似病例样本混合化验结果为阳性的概率； 

(2)若𝑝 =
1

4
，现将该 4 例疑似病例样本进行化验，请问：方案一、二，三中哪个最“优”⋅ 

(3)若对 4 例疑似病例样本进行化验，且“方案二”比“方案一”更“优”，求 p 的取值范围． 
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21. 已知点 M 为椭圆
𝑥2

𝑎2 +
𝑦2

𝑏2 = 1(𝑎 > 𝑏 > 0)上一点，𝐹1，𝐹2分别是椭圆的左、右焦点，∠𝐹1𝑀𝐹2 = 60°，

△ 𝑀𝐹1𝐹2的面积为2√3，椭圆的离心率为
1

2
． 

(1)求椭圆的方程； 

(2)过点𝑁(0,
1

2
)任意作一条直线 l，与椭圆交于 A，B 两点，问 y 轴上是否存在定点 P，使得 PN 平

分∠𝐴𝑃𝐵？若存在，求出 P 点，若不存在，请说明理由． 

 

 

 

 

 

 

 

22. 已知函数𝑓(𝑥) = 𝑥ln𝑥 −
𝑎

2
𝑥2(𝑎 ∈ 𝑅). 

(Ⅰ)若𝑥 > 0，恒有𝑓(𝑥) ≤ 𝑥成立，求实数 a 的取值范围； 

(Ⅱ)若函数𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥) − 𝑥有两个相异极值点𝑥1，𝑥2，求证：
1

ln𝑥1
+

1

ln𝑥2
> 2𝑎𝑒． 
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答案和解析 

1.【答案】C 2.【答案】B  3.【答案】D  4.【答案】D 5.【答案】A  6.【答案】D 7.【答案】B 

8.【答案】A 解：由𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥) − 𝑚𝑥 − 𝑚 = 0，即𝑓(𝑥) = 𝑚(𝑥 + 1)，分别作出函数𝑓(𝑥)和

𝑦 = 𝑕(𝑥) = 𝑚(𝑥 + 1)的图象如图：由图象可知𝑓(1) = 1，𝑕(𝑥)表示过定点𝐴(−1,0)的直线， 

当𝑕(𝑥)过(1,1)时，𝑚 =
1

2
此时两个函数有两个交点，此时满足条件的 m 的取值范围是0 < 𝑚 ⩽

1

2
； 

当𝑕(𝑥)过(0,−2)时，𝑕(0) = −2，解得𝑚 = −2，此时两个函数有两个交点， 

当𝑕(𝑥)与𝑓(𝑥)相切时，两个函数只有一个交点， 

此时
1

𝑥:1
− 3 = 𝑚(𝑥 + 1)，即𝑚(𝑥 + 1)2 + 3(𝑥 + 1) − 1 = 0， 

当𝑚 = 0时，𝑥 = −
2

3
，只有 1 解， 

当𝑚 ≠ 0，由𝛥 = 9 + 4𝑚 = 0得𝑚 = −
9

4
，此时直线和𝑓(𝑥)相切， 

∴要使函数有两个零点，则−
9

4
< 𝑚 ≤ −2或0 < 𝑚 ≤

1

2
， 

9.【答案】BCD  10.【答案】BD  11.【答案】AD  12.【答案】BD 

解：𝐴.函数的的定义域为(0,+∞)，函数的导数𝑓′(𝑥) = −
2

𝑥2 +
1

𝑥
=

𝑥;2

𝑥2 ， 

∴ (0,2)上，𝑓′(𝑥) < 0，函数单调递减，(2,+∞)上，𝑓′(𝑥) > 0，函数单调递增， 

∴ 𝑥 = 2是𝑓(𝑥)的极小值点，即 A 错误； 

B.𝑦 = 𝑓(𝑥) − 𝑥 =
2

𝑥
+ 𝑙𝑛𝑥 − 𝑥，∴ 𝑦′ = −

2

𝑥2 +
1

𝑥
− 1 =

;𝑥2:𝑥;2

𝑥2 < 0， 

函数在(0,+∞)上单调递减，且𝑓(1) − 1 = 2 + 𝑙𝑛1 − 1 = 1 > 0，𝑓(2) − 2 = 1 + 𝑙𝑛2 − 2 =  𝑙𝑛2 − 1 < 0， 

∴函数𝑦 = 𝑓(𝑥) − 𝑥有且只有 1 个零点，即 B 正确； 

C.若𝑓(𝑥) > 𝑘𝑥，可得𝑘 <
2

𝑥2 +
ln𝑥

𝑥
，令𝑔(𝑥) =

2

𝑥2 +
ln𝑥

𝑥
，则𝑔′(𝑥) =

;4:𝑥;𝑥ln𝑥

𝑥3 ， 

令𝑕(𝑥) = −4 + 𝑥 − 𝑥𝑙𝑛𝑥，则𝑕′(𝑥) = −𝑙𝑛𝑥， 

∴在𝑥 ∈ (0,1)上，函数𝑕(𝑥)单调递增，𝑥 ∈ (1,+∞)上函数𝑕(𝑥)单调递减， 

∴ 𝑕(𝑥) ⩽ 𝑕(1) < 0，∴ 𝑔′(𝑥) < 0，∴ 𝑔(𝑥) =
2

𝑥2 +
ln𝑥

𝑥
在(0,+∞)上函数单调递减，函数无最小值， 

∴不存在正实数 k，使得𝑓(𝑥) > 𝑘𝑥恒成立，即 C 不正确； 

D.令𝑡 ∈ (0,2)，则2 − 𝑡 ∈ (0,2)，2 + 𝑡 > 2， 

令𝑔(𝑡) = 𝑓(2 + 𝑡) − 𝑓(2 − 𝑡) =
2

2:𝑡
+ ln(2 + 𝑡) −

2

2;𝑡
− ln(2 − 𝑡) =

4𝑡

𝑡2;4
+ ln

2:𝑡

2;𝑡
， 

则𝑔′(𝑡) =
4(𝑡2;4);8𝑡2

(𝑡2;4)2
+

2;𝑡

2:𝑡
．

2;𝑡:2:𝑡

(2;𝑡)2
=

;4𝑡2;16

(𝑡2;4)2
+

4

4;𝑡2 =
;8𝑡2

(𝑡2;4)2
< 0， 



第 7 页，共 10 页 

∴ 𝑔(𝑡)在(0,2)上单调递减，则𝑔(𝑡) < 𝑔(0) = 0， 

令𝑥1 = 2 − 𝑡，由𝑓(𝑥1) = 𝑓(𝑥2)，得𝑥2 > 2 + 𝑡，则𝑥1 + 𝑥2 > 2 − 𝑡 + 2 + 𝑡 = 4， 

当𝑥2 ≥ 4时，𝑥1 + 𝑥2 > 4显然成立， 

∴对任意两个正实数𝑥1，𝑥2，且𝑥2 > 𝑥1，若𝑓(𝑥1) = 𝑓(𝑥2)，则𝑥1 + 𝑥2 > 4， 

所以𝑓(𝑥1 + 𝑥2) > 𝑓(4) =
1

2
+ ln 4.故 D 正确， 

故选 BD． 

13.【答案】−4 14.【答案】,−
√3

2
, 1- 15.【答案】√7 

解：设𝛥𝐴𝐵𝐹2的边长为 m，则由双曲线的定义，可得|𝐵𝐹1| = 𝑚 − 2𝑎，∴ |𝐴𝐹1| = 2𝑚 − 2𝑎． 

∵ |𝐴𝐹1| − |𝐴𝐹2| = 2𝑎，∴ 2𝑚 − 2𝑎 − 𝑚 = 2𝑎，∴ 𝑚 = 4𝑎． 

在△ 𝐴𝐹1𝐹2中，|𝐴𝐹1| = 6𝑎，|𝐴𝐹2| = 4𝑎，|𝐹1𝐹2| = 2𝑐，∠𝐹1𝐴𝐹2 = 60°， 

∴由余弦定理可得4𝑐2 = (6𝑎)2 + (4𝑎)2 − 2 · 6𝑎 · 4𝑎 ·
1

2
，∴ 𝑐 = √7𝑎，∴ 𝑒 =

𝑐

𝑎
= √7． 

16.【答案】
32

3
𝜋 解：∵△ 𝐴𝐵𝐶是等腰直角三角形， 

∴ 𝐴𝐶为截面圆的直径，故外接球的球心 O 在截面 ABC 中的射影为 AC 的中点 D， 

∴当 P，O，D 共线且 P，O 位于截面同一侧时棱锥的体积最大，棱锥的最大高度为 PD， 

∴
1

3
×

1

2
× √6 × √6 × 𝑃𝐷 = 3， 解得𝑃𝐷 = 3，设外接球的半径为 R，则𝑂𝐷 = 3 − 𝑅，𝑂𝐶 = 𝑅， 

在△ 𝑂𝐷𝐶中，𝐶𝐷 =
1

2
𝐴𝐶 = √3，由勾股定理得：(3 − 𝑅)2 + 3 = 𝑅2，解得𝑅 = 2． 

∴外接球的体积 ．故答案为
32

3
𝜋． 

17.【答案】解：(1)由已知得𝑓(𝑥) = 𝑐𝑜𝑠2𝑥 − √3𝑠𝑖𝑛𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥 −
1

2
=

1:𝑐𝑜𝑠2𝑥

2
−

√3

2
𝑠𝑖𝑛2𝑥 −

1

2
 

= −sin(2𝑥 −
𝜋

6
)，由 ，𝑘 ∈ 𝑍，可得 ，𝑘 ∈ 𝑍， 

又𝑥 ∈ ,0, 𝜋-，∴函数𝑓(𝑥)在,0, 𝜋-的单调递减区间为,0,
𝜋

3
-和,

5𝜋

6
, 𝜋-； 

(2)由(1)知𝑓(𝑥) = −sin(2𝑥 −
𝜋

6
)，由𝑓(𝐴) = −1，可得𝑓(𝐴) = −sin(2𝐴 −

𝜋

6
) = −1， 

∵△ 𝐴𝐵𝐶中是锐角三角形，∴ 0 < 𝐴 <
𝜋

2
，∴ −

𝜋

6
< 2𝐴 −

𝜋

6
<

5𝜋

6
，又𝑓(𝐴) = −sin(2𝐴 −

𝜋

6
) = −1， 

∴ 2𝐴 −
𝜋

6
=

𝜋

2
，即𝐴 =

𝜋

3
，又𝑏𝑠𝑖𝑛𝐶 = 𝑎𝑠𝑖𝑛𝐴，∴由正弦定理可得𝑏𝑐 = 𝑎2 = 4，∴ 𝑆△𝐴𝐵𝐶 =

1

2
𝑏𝑐𝑠𝑖𝑛𝐴 = √3． 

18.【答案】解：(1) ∵点𝐴(−1,0)，𝐵(1,2)，直线 l 与 AB 平行，∴直线 l 的斜率𝑘 = 𝑘AB =
2;0

1;(;1)
= 1． 

(2) ∵圆 C：𝑥2 + 𝑦2 − 4𝑥 = 0，∴圆 C 的标准方程为：(𝑥 − 2)2 + 𝑦2 = 4，圆心𝐶(2,0)，半径为 2， 

由(1)知直线 l 的斜率𝑘 = 1，设直线 l 的方程为𝑥 − 𝑦 − 𝑚 = 0， 
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则圆心 C 到直线 l 的距离𝑑 =
|2;0:𝑚|

√2
=

|2:𝑚|

√2
，∵ 𝑀𝑁 = 𝐴𝐵 = √22 + 22 = 2√2，而𝐶𝑀2 = 𝑑2 + (

MN

2
)2， 

∴ 4 =
(2:𝑚)2

2
+ 2，解得𝑚 = 0或𝑚 = −4，故直线 l 的方程为𝑥 − 𝑦 = 0或𝑥 − 𝑦 + 4 = 0． 

(3)假设圆 C 上存在点 P，设𝑃(𝑥, 𝑦)，则(𝑥 − 2)2 + 𝑦2 = 4， 

𝑃𝐴2 + 𝑃𝐵2 = (𝑥 + 1)2 + (𝑦 − 0)2 + (𝑥 − 1)2 + (𝑦 − 2)2 = 12， 

整理，得𝑥2 + 𝑦2 − 2𝑦 − 3 = 0，即𝑥2 + (𝑦 − 1)2 = 4，∵ |2 − 2|  < √(2 − 0)2 + (0 − 1)2 < 2 + 2， 

∴圆(𝑥 − 2)2 + 𝑦2 = 4与圆𝑥2 + (𝑦 − 1)2 = 4相交，∴点 P 的个数为 2． 

19.【答案】(1)证明：因为四边形 ABCD 为直角梯形，且 𝐴𝐵//𝐷𝐶，𝐴𝐵 = 𝐴𝐷 = 2，∠𝐴𝐷𝐶 =
𝜋

2
， 

所以𝐵𝐷 = 2√2，又因为𝐶𝐷 = 4，∠𝐵𝐷𝐶 =
𝜋

4
，根据余弦定理得𝐵𝐶 = 2√2， 

所以𝐶𝐷2 = 𝐵𝐶2 + 𝐵𝐷2，故 BC⊥ 𝐵𝐷，设 E 为 BD 的中点，连结 PE， 

因为𝑃𝐵 = 𝑃𝐷 = √6，𝐵𝐷 = 2√2，所以𝑃𝐸 ⊥ 𝐵𝐷，𝑃𝐸 = 2，因为𝐴𝐸 = √2,𝑃𝐸 = 2, 𝑃𝐴 = √6， 

所以𝐴𝐸2 + 𝑃𝐸2 = 𝑃𝐴2，所以𝑃𝐸 ⊥ 𝐴𝐸，又因为𝐴𝐸 ∩ 𝐵𝐷 = 𝐸，AE、𝐵𝐷 ⊂平面 ABCD， 

所以𝑃𝐸 ⊥平面 ABDE，又因为𝐵𝐶 ⊂平面 ABCD，所以𝑃𝐸 ⊥ 𝐵𝐶，又因为𝐵𝐶 ⊥ 𝐵𝐷，𝑃𝐸 ∩ 𝐵𝐷 = 𝐸，PE、

𝐵𝐷 ⊂平面 PBD，所以𝐵𝐶 ⊥平面 PBD 因为𝑃𝐷 ⊂平面 PBD，所以𝐵𝐶 ⊥ 𝑃𝐷； 

(2)解：由(1)𝑃𝐸 ⊥平面 ABCD，如图，以 A 为原点分别以 AD，AB 和垂直平面 ABCD 的方向为坐标轴，

建立空间直角坐标系𝐴 − 𝑥𝑦𝑧，则𝐴(0,0，0)，𝐵(0,2，0)，𝐶(2,4，0)，𝐷(2,0，0)，𝑃(1,1，2)， 

假设存在 M 满足要求，设𝐶𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝜆 𝐶𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗，(0 ≤ 𝜆 ≤ 1)，所以𝑀(2 − 𝜆, 4 − 3𝜆, 2𝜆)， 

∴ 𝐴𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = (0,2，0)，𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = (2 − 𝜆, 4 − 3𝜆, 2𝜆)， 

由(1)知平面 PBD 的一个法向量为𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (2,2，0)， 

设�⃗⃗� = (𝑥,y，𝑧)为平面 ABM 的一个法向量，则{�⃗⃗� ⋅ 𝐴𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 0

�⃗⃗� ⋅ 𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = 0
， 

即{
2𝑦 = 0
(2 − 𝜆)𝑥 + (4 − 3𝜆)𝑦 + 2𝜆𝑧 = 0

,不妨取�⃗⃗� = (2𝜆,0，𝜆 − 2)，则cos < 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗，�⃗⃗� >=
𝐵𝐶⃗⃗ ⃗⃗  ⃗⋅�⃗⃗� 

|𝐵𝐶⃗⃗ ⃗⃗  ⃗||�⃗⃗� |
=

4𝜆

2√2⋅√4𝜆2:(𝜆;2)2
， 

因为平面 PBD 与平面 ABM 所成的锐二面角为
𝜋

3
，所以

|4𝜆|

2√2⋅√4𝜆2:(𝜆;2)2
=

1

2
， 

解得𝜆 =
2

3
，𝜆 = −2(不合题意舍去)，故存在 M 点满足条件，且𝐶𝑀 =

2

3
𝐶𝑃 =

2√14

3
． 

20.【答案】解：(1)2个疑似病例样本混合化验结果为阴性的概率为(1 −
1

4
)2， 

所以 2 个疑似病例样本混合化验结果为阳性的概率为1 − (1 −
1

4
)2 =

7

16
． 

(2)方案一：化验次数为 4，期望值为 4．方案二：四个样本混在一起化验．其化验次数 X 为 1，5．所

以𝐸(𝑋) = 1 × .
3

4
/
4
+ 5 × ,1 − .

3

4
/
4
- =

956

256
=

239

64
． 
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方案三：平均分成两组化验．其化验次数 Y 为 2，4，6． 

由(1)知：2 个疑似病例样本混合化验结果为阳性的概率为
7

16
分布列为： 

 

 

 

所以𝐸(𝑌) = 2 × (1 −
7

16
)2 + 4 × 𝐶2

1 ×
7

16
×

9

16
+ 6 × .

7

16
/
2
=

960

256
=

15

4
． 

所以𝐸(𝑋) < 𝐸(𝑌) < 4，故方案二最“优”． 

(3)方案一的期望值为 4．方案二的期望值为：1 × (1 − 𝑝)4 + 5 × ,1 − (1 − 𝑝)4- = 5 − 4(1 − 𝑝)4． 

由题意得：5 − 4(1 − 𝑝)4 < 4，即(1 − 𝑝)4 >
1

4
，解得0 < 𝑝 < 1 −

√2

2
． 

21.【答案】 解：(1)|𝑀𝐹1| + |𝑀𝐹2| = 2𝑎，|𝑀𝐹1|
2 + |𝑀𝐹2|

2 − 2|𝑀𝐹1||𝑀𝐹2|cos60 ∘ = 4𝑐2， 

∴ 3|𝑀𝐹1||𝑀𝐹2| = 4𝑎2 − 4𝑐2 = 4𝑏2，|𝑀𝐹1||𝑀𝐹2| =
4

3
𝑏2，∴

1

2
 ⋅  

4

3
𝑏2sin60 ∘ = 2√3， 

𝑏2 = 6.               又
𝑐2

𝑎2 =
1

4
，𝑎2 = 𝑏2 + 𝑐2，∴ 𝑎2 = 8，∴椭圆的方程为

𝑥2

8
+

𝑦2

6
= 1.       

(2)假设存在𝑃(0,   𝑡)，使得 PN 平分∠𝐴𝑃𝐵， 

当 l 不垂直于 x 轴时，设 l 的方程为𝑦 = 𝑘𝑥 +
1

2
， 

由{
𝑦 = 𝑘𝑥 +

1

2
,  

𝑥2

8
+

𝑦2

6
= 1,  

得(3 + 4𝑘2)𝑥2 + 4𝑘𝑥 − 23 = 0，设𝐴(𝑥1,   𝑦1)，𝐵(𝑥2,   𝑦2)， 

则𝑥1 + 𝑥2 =
;4𝑘

3:4𝑘2，𝑥1𝑥2 =
;23

3:4𝑘2，∵ 𝑃𝑁平分∠𝐴𝑃𝐵，𝑘𝑃𝐴 + 𝑘𝑃𝐵 = 0，     

∴
𝑦1;𝑡

𝑥1
+

𝑦2;𝑡

𝑥2
= 0，𝑥2(𝑦1 − 𝑡) + 𝑥1(𝑦2 − 𝑡) = 0，𝑥2 .𝑘𝑥1 +

1

2
− 𝑡/ + 𝑥1 .𝑘𝑥2 +

1

2
− 𝑡/ = 0， 

2𝑘𝑥1𝑥2 + .
1

2
− 𝑡/ (𝑥1 + 𝑥2) = 0，−2𝑘 ⋅  

23

3:4𝑘2 + .
1

2
− 𝑡/  ⋅  

(;4𝑘)

3:4𝑘2 = 0， 

2𝑡 − 1 = 23，𝑡 = 12，∴存在点𝑃(0,   12)，使 PN 平分∠𝐴𝑃𝐵， 

当 l 垂直于 x 轴时，l 过点 P，∴存在点𝑃(0,   12)，使得 PN 平分∠𝐴𝑃𝐵.  

22.【答案】解：(1)𝑥 > 0，恒有𝑓(𝑥) ≤ 𝑥成立， 

∴ 𝑥𝑙𝑛𝑥 −
𝑎

2
𝑥2 ≤ 𝑥恒成立，∴

𝑎

2
≥

𝑙𝑛𝑥;1

𝑥
， 

设𝑢(𝑥) =
𝑙𝑛𝑥;1

𝑥
，∴ 𝑢′(𝑥) =

2;𝑙𝑛𝑥

𝑥2 ， 

当𝑢′(𝑥) > 0，即0 < 𝑥 < 𝑒2时，函数𝑢(𝑥)单调递增， 

当𝑢′(𝑥) < 0，即𝑥 > 𝑒2时，函数𝑢(𝑥)单调递减， 

∴ 𝑢(𝑥)𝑚𝑎𝑥 = 𝑢(𝑒2) =
1

𝑒2， 

Y 2 4 6 

P (1 −
7

16
)2 𝐶2

1 ×
7

16
×

9

16
 (

7

16
)
2
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∴
𝑎

2
≥

1

𝑒2，∴ 𝑎 ≥
2

𝑒2． 

∴实数 a 的取值范围为,
2

𝑒2 , +∞)； 

证明：(2)𝑔′(𝑥) = 𝑓′(𝑥) − 1 = 𝑙𝑛𝑥 − 𝑎𝑥， 

函数𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥) − 𝑥有两个相异极值点𝑥1、𝑥2， 

即𝑔′(𝑥) = 𝑙𝑛𝑥 − 𝑎𝑥 = 0有两个不同的实根， 

当𝑎 ≤ 0时，𝑔′(𝑥)单调递增，𝑔′(𝑥) = 0不可能有两个不同的实根； 

当𝑎 > 0时，设𝑕(𝑥) = 𝑙𝑛𝑥 − 𝑎𝑥，∴ 𝑕′(𝑥) =
1;𝑎𝑥

𝑥
， 

若0 < 𝑥 <
1

𝑎
时，𝑕′(𝑥) > 0，𝑕(𝑥)单调递增， 

若𝑥 >
1

𝑎
时，𝑕′(𝑥) < 0，𝑕(𝑥)单调递减， 

∴ 𝑕(
1

𝑎
) = −𝑙𝑛𝑎 − 1 > 0，∴ 0 < 𝑎 <

1

𝑒
． 

𝑥 ∈ (0,1)时，𝑕(𝑥) < 0；𝑥 → +∞时，，𝑕(𝑥) < 0， 

此时𝑔′(𝑥) = 𝑙𝑛𝑥 − 𝑎𝑥 = 0有两个不同的实根， 

不妨设𝑥2 > 𝑥1 > 0， 

∵ 𝑔′(𝑥1) = 𝑔′(𝑥2) = 0， 

∴ 𝑙𝑛𝑥1 − 𝑎𝑥1 = 0，𝑙𝑛𝑥2 − 𝑎𝑥2 = 0， 

先证
1

𝑙𝑛𝑥1
+

1

𝑙𝑛𝑥2
> 2， 

即证𝑎 <
𝑥1:𝑥2

2𝑥1𝑥2
， 

即证
𝑙𝑛𝑥2;𝑙𝑛𝑥1

𝑥2;𝑥1
<

𝑥1:𝑥2

2𝑥1𝑥2
， 

即证ln
𝑥2

𝑥1
<

𝑥2
2;𝑥1

2

2𝑥2𝑥1
=

1

2
(
𝑥2

𝑥1
−

𝑥1

𝑥2
)， 

令
𝑥2

𝑥1
= 𝑡(𝑡 > 1)，即证𝑙𝑛𝑡 <

1

2
(𝑡 −

1

𝑡
)， 

设𝜑(𝑡) = 𝑙𝑛𝑡 −
1

2
(𝑡 −

1

𝑡
)，则𝜑′(𝑡) = −

(𝑡;1)2

2𝑡2 < 0， 

函数𝜑(𝑡)在(1,+∞)上单调递减， 

∴ 𝜑(𝑡) < 𝜑(1) = 0，∴
1

𝑙𝑛𝑥1
+

1

𝑙𝑛𝑥2
> 2， 

又∵ 0 < 𝑎 <
1

𝑒
，∴ 𝑎𝑒 < 1，∴

1

𝑙𝑛𝑥1
+

1

𝑙𝑛𝑥2
> 2𝑎𝑒． 

 

 


