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数学Ⅰ试题

一、填空题：本大题共１４小题，每小题５分，共计７０分．请把答案填写在答题卡相应位置上
獉獉獉獉獉獉獉獉

．

１．已知集合犃＝ １，３｛ ｝，犅＝ －１，０，３｛ ｝，则犃∩犅＝　３｛｝　．

２．把复数狕的共轭复数记作狕－，若狕＝２－ｉ，其中ｉ为虚数单位，则（狕－－２ｉ）·狕的模为　５　．

３．在平面直角坐标系中，若犉（５，０）是双曲线
狓２

犿
－
狔２

犿－７
＝１的一个焦点，则实数犿的值为

　１６　．

（第５题）

４．某校因国庆节放假，需要利用周六上午的四节课补上语

文、数学、英语和体育课各一节，每门科目都可以随机排

在四节课中的任何一节，则体育不排在第一节课和第四

节课的概率为　
１

２
　．

５．执行如图所示的算法流程图，则输出的狀的值为　１０　．

６．若“－１＜狓≤犪”是“３
２狓－４
＜１”的充分不必要条件，则实

数犪的取值范围是　（－１，２）　．

解 析 　解３２狓－４＜１得狓＜２．因为“－１＜狓≤
犪”是“狓＜２”的充分不必要条件，所以－１＜犪＜２．

７．若函数犳（狓）＝ｅ狓－犪ｅ－狓 （ｅ为自然对数的底数）为奇函

数，则犳（－ｌｎ２）的值为　－
３

２
　．

解 析 　因为犳（狓）＝ｅ狓－犪ｅ－狓 为奇函数，所以犳（－狓）＝－犳（狓），即ｅ－狓 －犪ｅ狓

＝－ｅ
狓
＋犪ｅ－

狓，所以犪＝１，因此犳（－ｌｎ２）＝ｅ－ｌｎ２－ｅｌｎ２＝
１

２
－２＝－

３

２
．

（第８题）

８．如图，在正四棱柱犃犅犆犇犃１犅１犆１犇１ 中，犃犅＝３ｃｍ，

犃犃１＝ 槡２ｃｍ，则三棱锥犇１犃１犅犇 的外接球的体积为

　
槡２０ ５

３
π犮犿

３
　 ．

解 析 　三棱锥犇１犃１犅犇 即为三棱锥犅犃１犇１犇，由
正四棱柱的性质知犅犃⊥平面犃１犇１犇，所以三棱锥犇１犃１犅犇 的外接球为四棱锥

２０１９年高考数学全真模拟试卷三仪征中学

班级               学号              姓名             得分
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犅犃犃１犇１犇的外接球，即为正四棱柱犃犅犆犇犃１犅１犆１犇１的外接球．

９．在△犃犅犆中，犃犅＝犃犆＝２，犅犆＝ 槡２３，点犇 满足犇犆
→
＝２犅犇

→ ，则犃犇
→ ·犇犆

→ 的值为

　－
４

３
　．

解 析 　在△犃犅犆中，ｃｏｓ犅＝犃犅
２
＋犅犆

２
－犃犆

２

２·犃犅·犅犆
＝
２２＋（槡２３）２－２２

２×２× 槡２３
＝
槡３

２
．因为

犇犆
→
＝２犅犇

→ ，所以犇犆
→
＝
２

３
犅犆
→ ，犅犇

→
＝
１

３
犅犆
→
．而犃犇

→ ·犇犆
→
＝（犃犅

→
＋犅犇
→ ）·

２

３
犅犆
→
＝

犃犅
→
＋
１

３
犅犆
→（ ）·２３犅犆

→
＝
２

３
犃犅
→ ·犅犆

→
＋
２

９
犅犆
→ ２
＝
２

３
×２× 槡２３×ｃｏｓ（π－犅）＋

２

９
×（槡２３）２

＝－４＋
８

３
＝－

４

３
．

１０．已知α＋β＝
２π

３
，ｔａｎ

α

２
ｔａｎβ
２
＝
１

４
，则ｓｉｎ

α

２
ｓｉｎβ
２
的值为　

１

６
　．

解 析 　因为α＋β＝
２π

３
，所以α＋β

２
＝
π

３
，故ｃｏｓ

α

２
＋β
２（ ）＝１２，即ｃｏｓ

α

２
ｃｏｓβ
２
－

ｓｉｎ
α

２
ｓｉｎβ
２
＝
１

２
．因为ｔａｎ

α

２
ｔａｎβ

２
＝
１

４
，所以

ｓｉｎ
α

２
ｓｉｎβ
２

ｃｏｓ
α

２
ｃｏｓβ
２

＝
１

４
，即ｃｏｓ

α

２
ｃｏｓβ
２
＝

４ｓｉｎ
α

２
ｓｉｎβ
２
，所以４ｓｉｎ

α

２
ｓｉｎβ
２
－ｓｉｎ

α

２
ｓｉｎβ
２
＝
１

２
，即ｓｉｎ

α

２
ｓｉｎβ
２
＝
１

６
．

１１．已知数列｛犪狀｝是公比为狇的等比数列，
１

犪１
－
３

犪２
＋
３

犪３
＝
１

３
， １
犪１犪２

＋
３

犪２犪３
－
３

犪１犪３
＝
２

９
，则公

比狇的取值集合为　２，
３

２｛ ｝　．

解 析 　因为 １
犪１
－
３

犪２
＋
３

犪３
＝
１

３
，所以１

犪１
＋
３

犪３
＝
１

３
＋
３

犪２
，故 １

犪１犪２
＋
３

犪２犪３
－
３

犪１犪３
＝

１

犪２

１

犪１
＋
３

犪３
（ ）－３犪２２＝

１

３犪２
＋
３

犪２２
－
３

犪２２
＝
１

３犪２
＝
２

９
，解得犪２＝

３

２
，所以１

犪１
－
３

犪２
＋
３

犪３
＝
狇

３

２

－２

＋
３

３

２
狇

＝
１

３
，化简得２狇２－７狇＋６＝０，解得狇＝２或

３

２
．

１２．若犪，犫是关于狓的方程ｓｉｎθ·狓２＋ｃｏｓθ·狓－２－ｃｏｓθ＝０的两个不相等的实数根，直线犾过

点犃（犪－１，犪２），犅（犫－１，犫２），则圆狓２＋狔２＝１上到直线犾的距离为槡２的点有　２　个．

解 析 　因为犪，犫是方程ｓｉｎθ·狓２＋ｃｏｓθ·狓－２－ｃｏｓθ＝０的两个不相等的实数
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根，所以犪＋犫＝－
ｃｏｓθ

ｓｉｎθ
，犪犫＝－

２＋ｃｏｓθ

ｓｉｎθ
．因为犽犾＝

犫２－犪
２

（犫－１）－（犪－１）
＝犪＋犫，所以直

线犾：狔－犪２＝（犪＋犫）［狓－（犪－１）］，代入化简得ｓｉｎθ·狔＋ｃｏｓθ·狓＝２，所以圆心（０，０）

到直线犾的距离犱＝
２

ｓｉｎ２θ＋ｃｏｓ
２槡 θ
＝２，故直线犾与圆相离．因为圆上的点到直线犾的最

小距离为２－１＝１＜槡２，所以圆上有２个点到直线犾的距离为槡２．

１３．在△犃犅犆中，角犃，犅，犆所对的边分别为犪，犫，犮，
１

犪＋犫
－
３

犫＋犮
＋

４

犪＋３犫＋２犮
＝０，则

当ｃｏｓ犃取得最小值时，
犫

犮
＝　

槡１０

４
　．

解 析 　因为 １

犪＋犫
－
３

犫＋犮
＋

４

犪＋３犫＋２犮
＝０，所以

１

犪＋犫
＋
１

犫＋犮
＝
４

犫＋犮
－

４

犪＋３犫＋２犮
，即 犪＋２犫＋犮
（犪＋犫）（犫＋犮）

＝
４（犪＋２犫＋犮）

（犫＋犮）（犪＋３犫＋２犮）
，亦即４犪＋４犫＝犪＋３犫＋２犮，所

以犪＝
２犮－犫

３
．因为ｃｏｓ犃＝

犫２＋犮
２
－犪

２

２犫犮
＝
９犫２＋９犮

２
－（２犮－犫）２

１８犫犮
＝
４犫

９犮
＋
５犮

１８犫
＋
２

９
≥

２
４犫

９犮
·
５犮

１８犫槡 ＋
２

９
＝
槡２ １０＋２

９
当且仅当４犫

９犮
＝
５犮

１８犫
，即犫
犮
＝
槡１０

４
时取“＝”（ ）．

１４．若函数犳（狓）＝狓２＋犪狓＋犫＋
犪

狓
＋
１

狓２
（犪，犫∈犚）在（－∞，０）∪（０，＋∞）上有零点，则

犪２＋犫
２的最小值为　

４

５
　．

解 析 　犳（狓）＝狓２＋犪狓＋犫＋犪
狓
＋
１

狓２
＝狓

２
＋
１

狓２（ ）＋犪狓＋１狓（ ）＋犫＝狓＋１狓（ ）
２

＋犪狓＋
１

狓（ ）＋犫－２．令狋＝狓＋１狓，则狋∈（－∞，－２］∪［２，＋∞）．记犵（狋）＝狋２＋犪狋＋
犫－２，狋∈（－∞，－２］∪［２，＋∞）．因为函数犳（狓）有零点，所以犵（狋）＝０有实数根，故

Δ＝犪
２
－４（犫－２）≥０，且犵（－２）≤０或犵（２）≤０，即－２犪＋犫＋２≤０或２犪＋犫＋２≤

０，画出可行域可知原点（０，０）到点（犪，犫）的距离的最小值为原点（０，０）到直线－２犪＋犫

＋２＝０或２犪＋犫＋２＝０的距离，为
槡２５

５
，所以犪２＋犫２的最小值为

４

５
．

二、解答题：本大题共６小题，共计９０分．请在答题卡指定区域
獉獉獉獉獉獉獉

内作答，解答时应写出文字说

明、证明过程或演算步骤．

１５．（本小题满分１４分）

已知函数犳（狓）＝２ｓｉｎω狓＋
π

３（ ）（ω＞０，狓∈犚），犃，犅是犳（狓）的图象与直线狔＝１
的两个交点，且犃犅的最小值为

π

３
．
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（１）求ω的值；

（２）将函数犳（狓）的图象向左平移
π

１２
个单位长度，再将所得图象上各点的横坐标伸长为

原来的２倍，纵坐标不变，得到函数犵（狓）的图象，若犵α＋
π

３（ ）＝２３，α∈（０，π），
求犵（α）的值．

解 析 　（１）由犳（狓）＝２ｓｉｎω狓＋π
３（ ）＝１得ｓｉｎω狓＋π３（ ）＝１２，

所以ω狓＋
π

３
＝
π

６
＋２犽π（犽∈犣）或ω狓＋

π

３
＝
５π

６
＋２犽π（犽∈犣）．

设犃，犅两点的横坐标分别为狓１，狓２．

因为犃犅的最小值为
π

３
，

所以 ω狓１＋
π

３（ ）－ ω狓２＋π３（ ）＝ω 狓１－狓２ ＝ω·π３＝
５π

６
－
π

６
，解得ω＝２．（６分）

（２）由（１）知犳（狓）＝２ｓｉｎ２狓＋
π

３（ ）．
将犳（狓）的图象向左平移

π

１２
个单位长度，

则所得图象对应的函数解析式为狔＝２ｓｉｎ２狓＋
π

１２（ ）＋π３［ ］＝２ｃｏｓ２狓；
再将所得图象上各点的横坐标伸长为原来的２倍，纵坐标不变，

则所得图象对应的函数解析式为犵（狓）＝２ｃｏｓ狓．

因为犵α＋
π

３（ ）＝２３，α∈（０，π），

所以２ｃｏｓα＋
π

３（ ）＝２３，即ｃｏｓα＋
π

３（ ）＝１３．
因为α∈（０，π），所以α＋

π

３
∈
π

３
，４π
３（ ）．

因为ｃｏｓα＋
π

３（ ）＝１３＞０，所以α＋
π

３
∈
π

３
，π
２（ ），

所以ｓｉｎα＋
π

３（ ）＝ １－ｃｏｓ
２
α＋

π

３（ ）槡 ＝
槡２２

３
，

所以ｃｏｓα＝ｃｏｓ α＋
π

３（ ）－π３［ ］＝ｃｏｓα＋π３（ ）ｃｏｓπ３＋ｓｉｎα＋
π

３（ ）ｓｉｎπ３＝
１＋ 槡２６

６
，

即犵（α）＝
１＋ 槡２６

３
．（１４分）
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１６．（本小题满分１４分）

如图，在四棱锥犛犃犅犆犇中，四边形犃犅犆犇为平行四边形，犃犆与犅犇相交于点犗，犈为

棱犛犆上一点，且犛犃∥平面犅犇犈，犃犆＝２犛犗，犛犃⊥犆犇．

（第１６题）

（１）求证：犛犈＝犈犆；

（２）求证：平面犛犆犇⊥平面犅犇犈．

证 明 　（１）连接犗犈．
因为犛犃∥平面犅犇犈，犛犃平面犛犃犆，平面犛犃犆∩平

面犅犇犈＝犗犈，

所以犛犃∥犗犈．

因为四边形犃犅犆犇为平行四边形，犃犆与犅犇相交于点犗，

所以犗犃＝犗犆．

在△犛犃犆中，犛犃∥犗犈，犗犃＝犗犆，

所以犛犈＝犈犆．（７分）

（２）在△犛犃犆中，犗犃＝犗犆，犃犆＝２犛犗，

所以犛犃⊥犛犆．

又犛犃⊥犆犇，犛犃∥犗犈，

所以犗犈⊥犛犆，犗犈⊥犆犇．

又犛犆∩犆犇＝犆，犛犆，犆犇平面犛犆犇，

所以犗犈⊥平面犛犆犇．

又犗犈平面犅犇犈，

所以平面犛犆犇⊥平面犅犇犈．（１４分）

１７．（本小题满分１４分）

如图，有一块半径为犚的半圆形广场，犕 为犃犅
︵的中点．现要在该广场内以犗犕 为中轴线

（第１７题）

划出一块扇形区域犗犘犙，并在扇形区域内建两个圆形花圃

（圆犖 和圆犛），使得圆犖 内切于扇形犗犘犙，圆犛 与扇形

犗犘犙的两条半径相切，且与圆犖 外切．

（１）设∠犘犗犕＝θ０＜θ＜
π

２（ ），试将圆犛的半径狔表示
成θ的函数；

（２）求圆犛的半径狔的最大值．

解 析 　（１）设圆犖 的半径为犪，则
（犚－犪）ｓｉｎθ＝犪，

（犚－２犪－狔）ｓｉｎθ＝狔，
烅
烄

烆

则狔＝
犚ｓｉｎθ（１－ｓｉｎθ）

（１＋ｓｉｎθ）２
，θ∈ ０，

π

２（ ）．（６分）
（２）令１＋ｓｉｎθ＝狋（１＜狋＜２），
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则狔＝
犚（狋－１）（２－狋）

狋２
＝犚 －１＋

３

狋
－
２

狋２（ ），

当１

狋
＝
３

４
，即狋＝

４

３
时，狔ｍａｘ＝

犚

８
．

故圆犛的半径狔的最大值为
犚

８
．（１４分）

１８．（本小题满分１６分）

（第１８题）

如图，在平面直角坐标系狓犗狔中，已知椭圆犈：
狓２

犪２
＋
狔２

犫２
＝

１（犪＞犫＞０）的左、右焦点分别为犉１，犉２，离心率为
１

２
，左

焦点到左准线的距离为３．

（１）求椭圆犈的标准方程．

（２）若椭圆犈 的左、右顶点分别为犃，犅，圆犗 是以线段

犉１犉２为直径的圆，过点犃的直线与椭圆犈交于另一点

犆，交圆犗于点犕，犖（点犕 在点犖 的左边）．

① 若犃犕＝犆犖，求直线犃犆的方程；

② 求狘犅犕
→
＋犅犖
→
狘的取值范围．

解 析 　（１）设焦距为２犮（犮＞０）．

由题意知犲＝
犮

犪
＝
１

２
，犪

２

犮
－犮＝３，

解得犪＝２，犮＝１，所以犫＝槡３，

所以椭圆犈的标准方程为
狓２

４
＋
狔２

３
＝１．（３分）

（２）①由题意知圆犗的方程为狓２＋狔２＝１，犃（－２，０）．

设犆（狓０，狔０），犃犆的中点为犜，犕犖 的中点为犛，直线犃犆：狔＝犽（狓＋２）（犽一定存在）．

联立
狔＝犽（狓＋２），

狓２

４
＋
狔２

３
＝１，

烅

烄

烆

得（３＋４犽２）狓２＋１６犽２狓＋１６犽２－１２＝０，

则狓犜＝
－８犽

２

３＋４犽
２
，狔犜＝

６犽

３＋４犽
２
，

联立
狔＝犽（狓＋２），

狓２＋狔
２
＝１，

烅
烄

烆
得（１＋犽２）狓２＋４犽２狓＋４犽２－１＝０，

则狓犛＝
－２犽

２

１＋犽
２
，狔犛＝

２犽

１＋犽
２．

因为犃犕＝犆犖，所以点犜与点犛重合，

所以 －８犽
２

３＋４犽
２＝

－２犽
２

１＋犽
２
，解得犽＝０，
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此时直线犃犆的方程为狔＝０．（１０分）

② 由题意知犅（２，０），则狘犅犕
→
＋犅犖
→
狘＝２狘犅犛

→
狘＝２

－２犽
２

１＋犽
２－２（ ）

２

＋
２犽

１＋犽
２（ ）槡
２

＝

４
４犽４＋５犽

２
＋１

犽４＋２犽
２
＋１槡 ＝４ ４－

３

犽２＋１槡 ．

因为直线犃犆与圆犗相交，

所以圆心犗到直线犃犆的距离犱＝
２狘犽狘

１＋犽槡 ２
＜１，解得犽

２
＜
１

３
，

所以狘犅犕
→
＋犅犖
→
狘的取值范围是［４， 槡２７）．（１６分）

１９．（本小题满分１６分）

已知函数犳（狓）＝狓ｌｎ狓＋犪狓狘狓－１狘（犪∈犚）．

（１）若犪＝０，求犳（狓）的单调区间；

（２）若犪＞０，求犳（狓）的零点个数；

（３）若关于狓的不等式犳（狓）＜ｅ狓对任意的狓∈（０，ｅ］恒成立，其中ｅ为自然对数的底

数，求犪的取值范围．

解 析 　（１）当犪＝０时，犳（狓）＝狓ｌｎ狓，则犳′（狓）＝ｌｎ狓＋１．

令犳′（狓）＞０，则狓＞
１

ｅ
；

令犳′（狓）＜０，则０＜狓＜
１

ｅ
．

所以函数犳（狓）的单调增区间为
１

ｅ
，＋∞（ ），单调减区间为 ０，

１

ｅ（ ）．（３分）
（２）犳（狓）＝狓ｌｎ狓＋犪狓狘狓－１狘＝狓（ｌｎ狓＋犪狘狓－１狘）．

因为狓＞０，所以函数犳（狓）的零点即为函数犵（狓）＝ｌｎ狓＋犪狘狓－１狘的零点．

因为当狓＝１时，犵（狓）＝０，所以狓＝１是犵（狓）＝ｌｎ狓＋犪狘狓－１狘的零点．

① 当狓＞１时，犵（狓）＝ｌｎ狓＋犪狓－犪，则犵′（狓）＝
１

狓
＋犪．

因为犪＞０，所以犵′（狓）＞０，

所以犵（狓）在（１，＋∞）上单调递增，所以犵（狓）＞犵（１）＝０，

所以当狓＞１时，犵（狓）没有零点．

② 当０＜狓＜１时，犵（狓）＝ｌｎ狓－犪狓＋犪，则犵′（狓）＝
１

狓
－犪．

因为０＜狓＜１，所以
１

狓
＞１．

当０＜犪≤１时，犵′（狓）＞０，

所以犵（狓）在（０，１）上单调递增，





















































































































































所以犵（狓）＜犵（１）＝０，

所以当０＜狓＜１时，犵（狓）没有零点．

当犪＞１时，犵（狓）在 ０，
１

犪（ ）上单调递增，在 １

犪
，１（ ）上单调递减．

又当狓∈
１

犪
，１（ ）时，犵（狓）＞犵（１）＝０，故犵（狓）没有零点；

当狓∈ ０，
１

犪（ ］时，犵（狓）连续，且犵 １犪（ ）＞犵（１）＝０，犵（ｅ－犪）＝ｌｎｅ－犪－犪·ｅ－犪＋犪＝ －犪·

ｅ－犪＜０，犵（狓）在 ０，
１

犪（ ）上单调递增，所以犵（狓）在 ０，
１

犪（ ）上有唯一零点．
综上，当０＜犪≤１时，犳（狓）有唯一零点；当犪＞１时，犳（狓）有两个不同的零点．（１０分）

（３）因为犳（狓）＜ｅ狓对任意的狓∈（０，ｅ］恒成立，

所以ｌｎ狓＋犪狘狓－１狘＜ｅ在狓∈（０，ｅ］上恒成立．

令犵（狓）＝ｌｎ狓＋犪狘狓－１狘，则犵（ｅ）＜ｅ，所以犪＜１．

① 当犪≤０时，ｌｎ狓＋犪狘狓－１狘≤ｌｎ狓，若０＜狓≤ｅ，则ｌｎ狓≤１＜ｅ，此时原不等式恒

成立．

② 当０＜犪＜１时，犵（狓）＝
ｌｎ狓＋犪（狓－１），１≤狓≤ｅ，

ｌｎ狓＋犪（１－狓），０＜狓＜１．
烅
烄

烆

若１≤狓≤ｅ，则犵（狓）＝ｌｎ狓＋犪（狓－１），故犵′（狓）＝
１

狓
＋犪．

因为犪＞０，所以犵′（狓）＞０，

所以犵（狓）在［１，ｅ］上单调递增，

所以［犵（狓）］ｍａｘ＝犵（ｅ）＜ｅ，原不等式恒成立．

若０＜狓＜１，则犵（狓）＝ｌｎ狓＋犪（１－狓），故犵′（狓）＝
１

狓
－犪．

因为０＜狓＜１，所以
１

狓
＞１，所以犵′（狓）＝

１

狓
－犪＞０，

所以犵（狓）在（０，１）上单调递增，

所以犵（狓）＜犵（１）＝０＜ｅ，原不等式恒成立．

综上，犪的取值范围是（－∞，１）．（１６分）

２０．（本小题满分１６分）

已知数列｛犪狀｝的前狀项和为犛狀，且犪１＝１，２犛狀＝犪狀·犪狀＋１（狀∈犖）．

（１）求数列｛犪狀｝的通项公式．

（２）若犫狀＝（－１）狀
２狀＋１

犪狀·犪狀＋１
，求数列｛犫狀｝的前狀项和．

（３）若数列｛犮狀｝的通项公式为犮狀＝
１

犽·犪狀＋２
（犽∈犖），是否存在正整数犽，使数列｛犮狀｝
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中的任意一项都可以表示为数列｛犮狀｝中的某两项之和？若存在，求出犽的值；若不存

在，请说明理由．

解 析 　（１）因为犪１＝１，２犛狀＝犪狀·犪狀＋１（狀∈犖），
所以２犛狀－１＝犪狀－１·犪狀（狀≥２），

所以２犪狀＝犪狀·犪狀＋１－犪狀－１·犪狀．

当犪狀＝０时，犛狀＝０，则犛１＝犪１＝０，与犪１＝１矛盾，故舍去，

所以犪狀 ≠０，则犪狀＋１－犪狀－１＝２，即犪狀＋２－犪狀＝２（狀≥１），

故数列｛犪２犽－１｝，｛犪２犽｝（犽∈犖
）为等差数列．

当狀＝１时，２犛１＝犪１·犪２，犪１＝１，所以犪２＝２．

当狀＝２犽（犽∈犖
）时，犪狀＝犪２犽＝２＋（犽－１）·２＝２犽＝狀；

当狀＝２犽－１（犽∈犖）时，犪狀＝犪２犽－１＝１＋（犽－１）·２＝２犽－１＝狀．

综上，犪狀＝狀（狀∈犖）．（４分）

（２）犫狀＝（－１）狀
２狀＋１

犪狀·犪狀＋１
＝（－１）狀

２狀＋１

狀·（狀＋１）
＝（－１）狀

１

狀
＋
１

狀＋１（ ）．
设｛犫狀｝的前狀项和为犜狀，

当狀为偶数时，犜狀＝－ １＋
１

２（ ）＋ １

２
＋
１

３（ ）－ １

３
＋
１

４（ ）＋…＋ １

狀
＋
１

狀＋１（ ）＝－１＋
１

狀＋１
＝－

狀

狀＋１
；

当狀为奇数时，犜狀＝－ １＋
１

２（ ）＋ １

２
＋
１

３（ ）－ １

３
＋
１

４（ ）＋…－ １

狀
＋
１

狀＋１（ ）＝－１－
１

狀＋１
＝－
狀＋２

狀＋１
．

综上，犜狀＝

－
狀＋２

狀＋１
，狀为奇数，

－
狀

狀＋１
，狀为偶数．

烅

烄

烆

（８分）

（３）存在正整数犽，使数列｛犮狀｝中的任意一项都可以表示为数列｛犮狀｝中的某两项之和．

理由如下：由（１）可知犮狀＝
１

犽狀＋２
（犽，狀∈犖）．

假设犮狀＝犮犿＋犮狋（犿，狋∈犖），

则 １

犽狀＋２
＝

１

犽犿＋２
＋

１

犽狋＋２
，

移项得 １

犽狀＋２
－

１

犽犿＋２
＝
１

犽狋＋２
，

所以 犽（犿－狀）
（犽狀＋２）（犽犿＋２）

＝
１

犽狋＋２
，
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即犽狋＋２＝
（犽狀＋２）（犽犿＋２）

犽（犿－狀）
．

取犿＝狀＋１，

则犽狋＋２＝
（犽狀＋２）（犽犿＋２）

犽
＝
犽２犿狀＋２犽（犿＋狀）＋４

犽
＝犽犿狀＋２（犿＋狀）＋

４

犽
．

因为犽，狋，犿，狀都为正整数，所以
４

犽
为正整数．

当犽＝１时，犿＝狀＋１，则狋＝犿狀＋２（犿＋狀）＋２＝狀２＋５狀＋４，符合题意；

当犽＝２时，犿＝狀＋１，则狋＝犿狀＋（犿＋狀）＝狀２＋３狀＋１，符合题意；

当犽＝４时，犿＝狀＋１，则４狋＋２＝（２狀＋１）（２犿＋１）＝（２狀＋１）（２狀＋３），右边为奇数，

左边为偶数，不符合题意．

综上，当犽＝１时，｛犮狀｝中的任意一项犮狀 都可表示为犮狀＋１和犮狀２＋５狀＋４的和；当犽＝２时，｛犮狀｝

中的任意一项犮狀 都可表示为犮狀＋１和犮狀２＋３狀＋１的和．（１６分）

数学Ⅱ（附加题）

２１．【选做题】本题包括犃、犅、犆三小题，请选定其中两小题
獉獉獉獉獉獉獉獉

，并在相应的答题区域内作答
獉獉獉獉獉獉獉獉獉獉獉獉

．若

多做，则按作答的前两小题评分．解答时应写出文字说明、证明过程或演算步骤．

犃．［选修４２：矩阵与变换］（本小题满分１０分）

已知矩阵犃＝
１　０

０　２

熿

燀

燄

燅
，犅＝

２ －１

１ 　１

熿

燀

燄

燅
．

（１）求犃犅；

（２）求点犘（１，３）在矩阵犃犅对应的变换作用下得到的点犙的坐标．

解 析 　（１）犃犅＝
１ ０

０ ２

熿

燀

燄

燅

２ －１

１ 　１

熿

燀

燄

燅
＝
２ －１

２ 　２

熿

燀

燄

燅
．（５分）

（２）因为犃犅
１

３

熿

燀

燄

燅
＝
２ －１

２ 　２

熿

燀

燄

燅

１

３

熿

燀

燄

燅
＝
－１

　８

熿

燀

燄

燅
，所以点犙的坐标为（－１，８）．（１０分）

犅．［选修４４：坐标系与参数方程］（本小题满分１０分）

在平面直角坐标系狓犗狔中，已知直线犾的参数方程为
狓＝２狋，

狔＝犪－狋
烅
烄

烆
（狋为参数），曲线犆的参

数方程为
狓＝１＋槡５ｃｏｓθ，

狔＝槡５ｓｉｎθ
烅
烄

烆

（θ为参数）．若直线犾与曲线犆相交，求实数犪的取值范围．

解 析 　因为直线犾的参数方程为
狓＝２狋，

狔＝犪－狋
烅
烄

烆
（狋为参数），所以其普通方程为狓

＋２狔－２犪＝０．
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因为曲线犆 的参数方程为
狓＝１＋槡５ｃｏｓθ，

狔＝槡５ｓｉｎθ
烅
烄

烆

（θ 为参数），所以其普通方程为

（狓－１）２＋狔２＝５．

因为直线犾与曲线犆相交，所以犱＝
狘１－２犪狘

槡５
＜槡５，解得－２＜犪＜３．

所以实数犪的取值范围是（－２，３）．（１０分）

【必做题】第２２题、第２３题，每小题１０分，共计２０分．请在答题卡指定区域
獉獉獉獉獉獉獉

内作答，解答时应

写出文字说明、证明过程或演算步骤．

２２．（本小题满分１０分）

在一个质地均匀的小正方体的六个面中，有四个面标有数字１，两个面标有数字２．将该小

正方体连续抛掷三次，记下向上一面上的数字．

（１）求抛掷三次记下的数字不全相同的概率；

（２）设犡 表示抛掷三次记下的数字之和，求犡 的分布列和数学期望犈（犡）．

解 析 　由题意可知抛掷小正方体一次，记下的数字为１的概率是
２

３
，记下的数字

为２的概率是
１

３
．

（１）设“抛掷三次记下的数字不全相同”为事件犃，则犃有１，２，２和１，１，２两种可能，

所以犘（犃）＝Ｃ
１
３×
２

３
×
１

３
（ ）

２

＋Ｃ
１
３×
１

３
×
２

３
（ ）

２

＝
２

３
．（４分）

（２）由题意可知犡 的所有可能值为３，４，５，６，

则犘（犡＝３）＝
２

３（ ）
３

＝
８

２７
，

犘（犡＝４）＝Ｃ１３×
１

３
×
２

３（ ）
２

＝
４

９
，

犘（犡＝５）＝Ｃ１３×
２

３
×
１

３（ ）
２

＝
２

９
，

犘（犡＝６）＝
１

３（ ）
３

＝
１

２７
，

所以犡 的分布列如下：

犡 ３ ４ ５ ６

犘
８

２７

４

９

２

９

１

２７

所以犈（犡）＝３×
８

２７
＋４×

４

９
＋５×

２

９
＋６×

１

２７
＝４．（１０分）
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23. 已知抛物线 C：y2＝4x，过直线 l：x＝－2 上任意一点 A 向抛物线 C 引两条切线

AS，AT(切点为 S，T，且点 S 在 x 轴上方)． 
(1) 求证：直线 ST 过定点，并求出该定点； 
(2) 抛物线C 上是否存在点 B，使得 BS⊥BT? 

 

 解：(1)  设 S(x1，y1)，T(x2，y2)，A(－2，t)． 

当 y＞0 时，y＝2 x，则 y′＝
1

x
， 

∴  直线 AS 的方程为 y－y1＝
1

x1

(x－x1)，................................1 

代入点 A(－2，t)得 t－y1＝
1

x1

(－2－x1)， 

∴  x1t－ x1y1＝－2－x1. 

又 y1＝2 x1， 

∴  
1

2
y1t－2x1＝－2－x1，即 x1－

1

2
y1t－2＝0.............................3 

同理可得 x2－
1

2
y2t－2＝0， 

∴  直线 ST：x－
1

2
ty－2＝0， 

∴  直线 ST 过定点(2，0)．...........................................................5 

(2) 由(1)可知直线 ST 过定点(2，0)，故可设 ST：x＝my＋2. 

由


x＝my＋2，

y2＝4x
得 y2－4my－8＝0， 

∴  y1＋y2＝4m，y1y2＝－8. 

设点 B(x0，y0)．∵ BS⊥BT，∴  BS
→

·BT
→

＝0， 

∴  (x0－x1)(x0－x2)＋(y0－y1)(y0－y2)＝0， 

即 x2
0－(x1＋x2)x0＋x1x2＋y2

0－(y1＋y2)y0＋y1y2＝0. 

∵ x1x2＝
1

16
y2

1y2
2＝4，x1＋x2＝m(y1＋y2)＋4＝4m2＋4， 

∴  x2
0－(4m2＋4)x0＋y2

0－4my0－4＝0. 

又 y2
0＝4x0， 

∴  x2
0－4m2x0－4my0－4＝0， 

∴  x2
0＝m2y2

0＋4my0＋4＝(my0＋2)2， 

∴  x0＝my0＋2 或－x0＝my0＋2......................................................8 

∵ 点 B 不在直线 ST 上， 

∴  
1

4
y2

0＋my0＋2＝0. 

∵ Δ＝m2－2， 

∴  当 m≤－ 2或 m≥ 2时，抛物线上存在点 B 满足条件； 

当－ 2<m< 2时，抛物线上不存在点 B 满足条件．...............................10 

 




