
教学月刊·中学版
教学参考 2013 年第 1期

出学生操练中出现的偏失，而且还要提醒学生对有

关偏失的特别关注。这应当是评析的“主打品牌”而
非“慈善募捐”。评析学生的课堂操练 （过程和结

果），其实相当于复习阶段司空见惯的“练习分析”，
而练习分析则需要特别指出某些共性错误，以引起

学生足够重视，即“警示失误”。复习实践证明，处在

学生兴奋高潮时的课堂“热提醒”，收效要比诸多事

后的“冷提醒”理想得多。
六、升格

应该说，完成了以上“点拨”“示范”“操练”“呈现”
“评析”等环节，复习课堂已经够踏实而充分了，只要

每个环节做到基本落实，即便就此打住，其有效性也

不会太逊色了。然而，从精益求精的高度和多数学科

的性质考虑，还应该再添加“升格”这一步骤（环节）。
如果说“评析”能让学生了解呈现的解答（过程和结

果）具体“怎么样”，那么“升格”就是帮助学生学会“如

何”进行完善，使原先存在不足的解答符合要求。
分析那些成功的复习课堂可知，“升格”过程大

致表现为如下策略和技法：1.增补。尽管学生解答的

问题各种各样，五花八门，但课堂操练的时间、氛围、
心理、场景等因素会或多或少影响学生能力的正常

发挥，导致解答过程的不完整或者形成的答案不全

面，此类现象可谓比比皆是，成为“升格”的重点之

一。增补，就是针对“不完整”之处、“不全面”之所，进

行恰当的添加与补充———如果是过程“断裂”，就添

加“链接”；假如是答案残缺，便补充“信息”。针对性

地增补了若干“链接”和有关“信息”，便在一定程度

上完善了原先的解答，“升格”也就自然达成了。2.修

改。跟“增补”不同的是，修改重在“修正”和“改动”，
主要针对那些过程或结果不符合要求的解答，可能

是虽有过程但不够规范或出现差池，也可能是虽有

答案但存在计算、推理、表达（包括符号、文字等书

写）等偏误等，只有通过“修改”才能真正得以“升

格”。倘若问题严重，就必须进行“修正”，使之符合要

求；如果问题一般，则可以采用“改动”，让它闪亮生

辉。无论怎样指导学生修改，其根本目的都在于不折

不扣地落实“升格”。3.置换。课堂上学生即兴呈现的

解答，有时会出现解题思路的方向性偏颇，造成无论

是解答过程还是解答结果的部分甚或整体的答非所

问，“面目全非”。欲“升格”此类偏差较大的解答，仅

靠“增补”“修改”也许难以奏效，“置换”显得责无旁

贷了。置换，这里就是“替换”之意，指的是根据试题

特点和题干指向，对原解答中出入较大的那一部分

进行重新打造，使其“脱胎换骨”，从而基本符合或者

完全符合考查要求。如果是整个解答都出现偏离，则

只有“另起炉灶”才能真正“升格”了。□◢

一、问题的由来

众所周知,在平面内到两个定点距离之比等于

定值 k（k＞0 且 k≠1）的动点的轨迹是圆.常把此圆

称为阿波罗尼斯（Apollonius）圆.近年来以阿波罗尼

斯圆为背景的试题在高考中频频出现，如 2006 年

四川卷第 6 题、2008 年四川卷第 12 题，特别是

2008 年江苏卷第 13 题 （若 AB=2，AC= 2姨 BC，则

△ABC 的面积的最大值是 .） 更是为广大中

学师生津津乐道，同时也掀起了一股研究利用阿波

罗尼斯圆解高考试题的热潮.

近期笔者对以阿波罗尼斯圆为背景的解析几

何试题进行了归类整理，本文主要从阿波罗尼斯圆

几何性质的视角谈谈解析几何试题的命制. 不当之

处，敬请指正.

二、阿波罗尼斯圆的几何性质

命题 1 如图 1，M，N 分别为线段 AB 的内、外

———以“阿波罗尼斯圆”为例

□ 周 涛

（江苏省江浦高级中学文昌校区，江苏南京 211800）
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分点，且 AM
MB = ANNB =k（k＞0 且 k≠1），⊙O 是以

MN 为直径的圆，若动点满足 PA
PB =k，则点 P 的轨迹

为⊙O.

命题 1 就是著名的阿波罗尼斯轨迹定理，以

MN 为直径的⊙O 叫做阿波罗尼斯圆.

利用几何方法很容易证明上述结论，不妨设

k＞1（图 1 为 k＞1 的情形）.由已知得 AM
MB = ANNB =

PA
PB =k，根据三角形内、外

角平分线性质的逆定理，

PM，PN 分别为△PAB 的内

角 APB 与 外 角 BPC 的 平

分线，所以∠MPN 为直角，

从而点 P 的轨迹是以 MN 为直径的圆.

我们再来看两个与阿波罗尼斯圆相关的命题

并加以证明.

命题 2 M，N 分别为线段 AB 的内、外分点，且

AM
MB = ANNB =k（k＞0 且 k≠1），⊙O 是以 MN 为直径

的圆，若动点 P 在⊙O 上，则 PA
PB =k.

证明：记∠APM=∠1，∠BPM=∠2. 在△PAM 与

△PAN 中运用正弦定理得：

AM
PA = sin∠1

sin∠PMA ，ANPA = sin（90°+∠1）
sin∠PNA ，

从而得：AMAN = sin∠1
cos∠1·

sin∠PNA
sin∠PMA .①

在△PBM 与△PBN 中运用正弦定理得：

MB
PB = sin∠2

sin∠PMB ，NBPB = sin（90°-∠2）
sin∠PNA ，

从而得：MBNB = sin∠2
cos∠2·

sin∠PNA
sin∠PMB .②

注意到 sin∠PMA=sin∠PMB，AMAN = MBNB ，由①

②得：∠1=∠2，故 PA
PB = AMMB =k.

命题 3 M,N 分别为线段 AB 的内、外分点，⊙O
是以 MN 为直径的圆，点 P 为⊙O 上一点且满足

PA
PB = AMMB ，则 AM

MB = ANNB .

证明：由 PA
PB = AMMB 知PM 平分∠APB，又因为

点 P 在⊙O 上，所以∠2+∠BPN=90°，从而∠1+

∠CPN=90°，故 PN 平分∠BPC，所以 PA
PB = ANNB ，即

AM
MB = ANNB .

实际上，阿波罗尼斯圆的几何性质主要与下面

三个条件相关.

（Ⅰ）PM 平分∠APB（PA
PB = AMMB ）；

（Ⅱ）PM⊥PN（P 在以 MN 为直径的圆上）；

（Ⅲ）AM
MB = ANNB（圆周按定比 k 内分且外分线

段 AB）.

通过对命题 1、2、3 的表述及证明可以看出：上

述三个条件中，由其中的任意两个都可以推出第

三个.

三、命题视角透析

阿波罗尼斯圆丰富的几何性质给了我们多变

的命题视角.就命题而言我们常常会对同一问题采

用不同的提问方式，或是对某一问题采用逆向、推广

和拓展等方式展开，请看实例，笔者先利用常规的解

析法进行求解，再从几何性质的角度进行评析.

1. 常规视角 ———变换条件结论，关注思维的

发散性

变换试题的条件与结论，探寻对问题的多角度

研究方向是试题命制的常规视角.如“原命题成立,

是否逆命题也成立”,“一个数学问题的逆向问题有

那些”等都可以成为命题的素材.

①（Ⅰ）（Ⅲ）圯（Ⅱ）

例 1 已知点 P（x，y）与两个定点 B（1，0），A（4，0）

的距离之比为 1
2

，求点 P 的轨迹方程.

解：由 PB
PA = 1

2
，得（x- 4）2+y2=4［（x- 1）2+y2］，所

以点 P 的轨迹方程为 x2+y2=4.

评析：不难看出点 M（2，0），N（- 2，0）分别按定

比 1
2

内分、外分线段 BA，而 PB
PA = 1

2 ，所以点 P 的

轨迹是以 MN 为直径的圆.

②（Ⅱ）（Ⅲ）圯（Ⅰ）

例 2 已知两个定点 A（4，0），B（1，0），⊙O：x2+y2=4，

若 P 是⊙O 上任意一点，求证：PBPA 是定值.

证明：设 P（x，y）是⊙O：x2+y2=4上任意一点，则

y2=4- x2，
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图 3

PB
PA = （x- 1）2+y2姨

（x- 4）2+y2姨
= 5- 2x

20- 8x姨 = 1
2

.

评析：因为⊙O 与直线 BA 交于点 M（2，0），N（- 2，

0），而 MB
AM = NB

AN = 1
2 ，P 是⊙O 上任意一点，所以

PB
PA = MBAM = 1

2 .

2. 热点视角———改变设问方式，强调问题的

开放性

近年来，特别是高考试题在设问上已经突破了

固定的“已知———求解”这种封闭的数学推理、判断

和计算的模式，而研究发展试题的设问方向，丰富

试题的设问形式成为了命题的一个热点视角. 该视

角下命制的试题在解答上突破了停留在明确的、直
接的结论层面，增加了问题的开放性.这类试题通

过开放式的设问背景，能比较客观、全面地测量学

生观察、试验、联想、猜想、归纳、类比、推广等思维

活动的水平，对于激发学生探索精神、求异创新思

维等有着积极的意义.

例 3 如 图 2，已

知⊙O：x2+y2=4，点 A
（4，0），在 x 轴上是否

存在定点 B（不同于点

A）. 满足：对于⊙O 上

任意一点 P，都有 PB
PA

为定值？如果存在，试求所有满足条件的点 B 的坐

标；如果不存在,请说明理由.

解：假设存在这样的点 B（s，0）,使得 PB
PA =λ，设

P（x，y）是⊙O 上任意一点，由 PB2=λ2PA2，得（x- s）2+y2=

λ2［（x- 4）2+y2］,注意到 y2=4- x2，化简得（8λ2- 2s）x+s2

- 20λ2+4=0 对 x∈［- 2，2］恒成立.

所以
8λ2- 2s=0，

s2- 20λ2+4=0
λ

，
解得

s=1，

λ= 1
2

λ
λ
λλ
λ
λ
λ
λ
λ

，
或

s=4，

λ=1
λ

，
（舍

去），

故存在点 B（1，0）对于⊙O 上任意一点 P，都有

PB
PA = 1

2 .

评析：本题也可以这样表述:已知⊙O：x2+y2=4，

点 A（4，0），点 B 在 x 轴上且 PB
PA 为定值，求点 B 的

坐标.但很明显前者的问题更开放,因为设问方式的

改变使得求解本题至少得思考两个问题，一是否存

在，二才是如何求解.解决这类“存在探索型”问题

一般先假设结论成立或研究对象存在.

从解法分析，因为对于⊙O 上任意一点 P，都有

PB
PA 为定 值，而 M（2，0），N（- 2，0）在⊙O 上，于 是

PB
PA = MBAM = NB

AN ，即 s- 2
2

= s+2
6

，解得 s=1. 再

证明 B（1，0）对于⊙O 上任意一点 P，都有 PB
PA 为定

值（证法同例 2）. 这种解法先通过特殊点探求点 B，

再作一般性的证明,从特殊到一般,解法合理高效.

3. 经典视角 ———从静止到运动，增加试题的

探究性

研究图形的运动变化规律及运动变化过程中

的不变量是解析几何命题的重要视角之一.解题时

常从特殊（静止）情形的分析，逐步过渡到一般（运

动）情形的求解，最后达到揭示问题本质的目的.

例 3 中的点 A（4，0）是定点，为了进一步增加问

题的探究性，可以让点 A 动起来.

例 4 如图 3，已知⊙O：

x2+y2=4，点 A 是 l：x=4 上纵

坐标为 t 的点，求证：存在一

个异于点 A 的点 B，对于

⊙O 上任意一点 P，有 PB
PA

为定值，且当点 A 在直线 l 上运动时，点 B 在一个

定圆上.

证明：设⊙O 上任意一点 P（x0，y0），定点 B（x，y），

PB2

PA2 =λ（λ＞0，且 λ≠1），l 上取定的点A（4，t），即（x0- x）2+

（y0- y）2=λ（x0- 4）2+λ（y0- t）2，x02+y02- 2xx0- 2yy0+x2+y2=

（x02+y02+16+t2- 8x0- 2ty0）.

将 x02+y02=4 代 入 得 - 2xx0- 2yy0+x2+y2+4=

- 8λx0- 2λty0+（20+t2）λ.

因为有无数组（x0，y0），从而

x=4λ， （1）

y=tλ， （2）

x2+y2+4=（20+t2）λ.（3

λ
λ
λ
λλ
λ
λ
λ
λλ
λ ）

由（1）（2）代入（3），得 16λ+t2λ2+4=（20+t2）λ，

整理得（16+t2）λ2-（20+t2）λ+4=0，

即（λ- 1）［（16+t2）λ- 4］=0，因为 λ≠1，所以 λ=
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4
16+t2 ，故存在一个异于点 A 的点 B，对于⊙O 上任

意一点 P，均有 PB
PA 为定值.

又 16+t2= 4
λ ，代入（3）得 x2+y2+4=（ 4

λ +4）λ，即

x2+y2=4λ，于是 x2+y2=x，即（x- 1
2 ）2+y2= 1

4 ，故点 B 在

圆心（1
2 ，0），半径为 1

2 的定圆上.

评析：实际上如果从几何性质的角度切入，定

值 λ是很容易得到的，与例 3 类似可以先通过特殊

点探求点 B，再验证.

如图 3，B（x，y），A（4，t），M，N 为直线 BA 与⊙O

的两个交点，由 MB
AM = NB

AN（= PB
PA ），得 MB

16+t2姨 - 2

= 4- MB
16+t2姨 +2

, 解得 MB=2- 4
16+t2姨

，OB=2- BM=

4
16+t2姨

，由 OA
OB = 4

x = t
y ，得 x= 16

16+t2 ，y= 4t
16+t2 ，

即 B（ 16
16+t2 ， 4t

16+t2 ）.

下面证明对于⊙O 上任意一点 P（x0，y0），有 PB
PA

为定值，注意到 x02+y02=4，

PB2

PA2 =
（x0-

16
16+t2 ）2+（y0-

4t
16+t2 ）2

（x0- 4）2+（y0- t）2 =

4（20+t2- 8x0- 2ty0）
（20+t2- 8x0- 2ty0）（16+t2）= 4

16+t2（定值），

而 x= 16
16+t2 ，y= 4t

16+t2 ，消去 t 得点 B 的轨迹方

程 x2+y2=x.
4. 创新视角———引入新元素，重视知识的交汇性

目前的高中数学课程是以模块和专题的形式

呈现的，因此，注意沟通各部分内容之间的联系也

成为了数学命题的一个创新视角.这类试题通过知

识的迁移与交汇使学生体会知识之间的有机联系，

感受数学的整体性.

例 3 中直接给出点 A（4，0）探究点 B，若点 A 未

知，我们也可以用其它的方式来联系点 A（a，0）与点

B（c，0），比如 a2- c2=4，为此引入新元素“椭圆”.

例 5 如图 4，已知椭圆 C∶ x2

a2 + y
2

4
=1（a＞2），

⊙O∶x2+y2=4，点 A，B 分别为椭圆 C 的右顶点和右

焦点，对于⊙O 上任意

一点 P，是否存在这样

的椭圆 C，使得 PB
PA 为定

值？如果存在，试求椭圆

C 的方程；如果不存在，

请说明理由.

解：设 B（c，0），c2=a2- 4，设 P（x0，y0），PB2

PA2 =λ（λ

为常数），则有（x0- c）2+y02=λ［（x0- a）+y02］，即 4- 2cx0+c2=

λ［4- 2ax0+a2］对 x0∈［- 2，2］恒成立，

所以
4+c2=λ（4+a2），

c=λa
姨

，
消去 λ 得 4a+ac2=4c+a2c，

即（c- a）（ac- 4）=0，因 为 c≠a，所 以 ac=4，又 因 为

c2=a2- 4，解得 a2=2+2 5姨 ，c2=2 5姨 - 2，故存在这样

的椭圆 C，椭圆 C 的方程为 x2

2+2 5姨
+y

2

4
=1.

评析：新元素的引入使得试题的条件产生了变

化，增加了知识的交汇性，而解决问题的方法却没

有改变. 若将椭圆 C 与⊙O 方程中的“4”改为“b2”，
我们还可以去探究椭圆 C 的离心率.

例 6 已知椭圆 C∶x2

a2 +y
2

b2 =1（a＞b＞0），⊙O∶

x2+y2=b2，点 A，B 分别为椭圆 C 的右顶点和右焦点，

对于⊙O 上任意一点 P，是否存在这样的椭圆 C，使

得 PB
PA 为定值？如果存在，试求椭圆 C 的离心率；如

果不存在，请说明理由.

解法同例 5，也可以类似例 3 通过特殊点 M，N
先探求离心率.

如图 4，由 MB
AM = NB

AN（= PB
PA ），得 b-c

a-b = b+ca+b ，

即 ac=b2，从而 e= c
a = 5姨 - 1

2
.

此时 A（ b
e姨

，0），B（ e姨 b，0），再去证明对

于⊙O 上任意一点 P，有 PB
PA 为定值（解略）.

关注几何性质，探寻几何问题的内涵与外延可

以帮助我们认识试题命制的“台前幕后”.上述实例

使我们看到：一个并不深奥的几何性质在科学恰当

的命题视角下一样可以命制出形式美妙、内容和

谐、结果深刻的鲜活试题.□◢
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