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极端思维切入 ，巧技妙法破解
● 江苏省张家港市乐余高级中学  刘晨玉

极端思维作为数学解题中的一种重要思维方式 ，

往往可以实现从无限到有限 ，从近似到精确 ，从运动

到静止 ，从量变到质变等方面合理化归与转化 ，置于

死地而后生 .特别是在破解一些涉及最值 、取值范围

的确定与求解等数学客观题中有奇效 ，借助题目条件

中的极端要素（动点的极端位置 、参数的极端取值等）

入手来剖析问题 .下面结合 2021年高考真题实例 ，就

几类常见的极端思维的应用加以剖析 ，结合题目条件

确定极端要素 ，利用极端状态下对应的数学条件来特

殊化处理 ，巧妙切入 ，化归转化 ，合理破解 .

一 、解析几何问题中的极端思维

破解解析几何问题中 ，经常借助“端点效应”特殊

处理来进行极端思维 ，通过“动”与“静”的结合来确定

线段长度 、距离 、角度等的变化规律 ，从而得以特殊化

处理 ，合理巧妙转化与应用 .

例 1  （2021年高考数学新高考 Ⅰ 卷第 5题）已

知 F1 ，F2 是椭圆 C ：
x2

9
＋
y2

4
＝ 1的两个焦点 ，点 M在

C上 ，则 MF1 · MF2 的最大值为（   ） .

A .13    B .12    C .9    D .6

分析 ：根据椭圆的标准方程确定相应参数的值 ，

结合椭圆图形的对称性 ，借助极端思维 ，利用动点 M
与椭圆的长轴的顶点 、短轴的顶点重合时 ，对应的线

段长度以及两线段长度的积 ，通过比较来判断相应的

最大值问题 .

解析 ：由于 F1 ，F2是椭圆 C ：
x2

9
＋
y2

4
＝ 1的两个焦

点 ，则知 a ＝ 3 ，b ＝ 2 ，c ＝ 5 ，根据椭圆图形的对称性 ，

当动点 M与长轴的顶点重合时 ， MF1 、 MF2 的值

分别为 a － c ＝ 3 － 5 ，a ＋ c ＝ 3 ＋ 5 ，此时 MF1 ·

MF2 ＝ （3 － 5 ）（3 ＋ 5 ） ＝ 4 ；

当动点 M 与短轴的顶点重合时 ， MF1 、

MF2 的值均为 a ＝ 3 ，此时 MF1 · MF2 ＝ 9 .

所以 MF1 · MF2 的最大值为 9 .

故选 C .

点评 ：结合椭圆图形的对称性 ，利用椭圆中动点

在两个极端位置 ——— 长轴与短轴的顶点处进行极端

思维处理 ，确定在极端位置处的情况 ，再通过比较大

小来确定 .极端思维在解决平面解析几何中的相关问

题时 ，以极端位置的特殊思维来解决 ，极具可行性 .

二 、平面向量问题中的极端思维

破解平面向量问题中 ，经常借助“动点”特殊处理

来进行极端思维 ，通过“动”与“静”的结合来确定点的

位置 、向量的夹角 、向量的模等的变化规律 ，从而得以

特殊化处理 ，合理巧妙转化与应用 .

例 2  （2021年高考数学浙江卷第 17题）已知平

面向量 a ，b ，c（c ≠ 0）满足 a ＝ 1 ， b ＝ 2 ，a· b ＝ 0 ，

（a － b）· c ＝ 0 .记平面向量 d在 a ，b方向上的投影分
别为 x ，y ，d － a在 c方向上的投影为 z ，则 x 2

＋ y2

＋

z 2 的最小值是 .

分析 ：通过构造平面直角坐标系 ，确定平面向量

a ，b的坐标 ，结合条件设出平面向量 c的坐标 ，利用平

面向量的投影确定平面向量 d的坐标 ，结合投影的几

何意义确定参数 z 的值 ，进而建立参数 z 关于 x 、y的
关系式 ，把关系式 x 2

＋ y2

＋ z 2 求解问题转化为平面
直角坐标系中两点间的距离的平方与点到直线的距

离的平方之和问题 ，结合极端思维进行数形结合 ，利

用几何的对称性确定代数式取得最小值时动点的位

置 ，进而得以计算与确定对应代数式的最值问题 .

解析 ：构造平面直角坐标系 ，令 a ＝ （1 ，0） ，b ＝ （0 ，

2） ，c ＝ （m ，n） ，根据题目条件（a － b）· c ＝ 0 ，可得（1 ，

－ 2） · （m ，n） ＝ 0 ，即 m － 2n ＝ 0 ，亦即 m ＝ 2n ，可设 c
＝ （2n ，n） ，此时 c ＝ 5 n ，而平面向量 d在 a ，b方
向上的投影分别为 x ，y ，则有 d ＝ （x ，y） ，可得 d － a ＝
（x － 1 ，y） ，则有（d － a） · c ＝ （x － 1 ，y） · （2n ，n） ＝

2n（x － 1） ＋ ny ＝ （2 x ＋ y － 2）n ，又 d － a在 c方向上
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的投影为 z ，利用投影的几何意义可得 z ＝ （d － a）· c
c

＝
（2 x ＋ y － 2）n

5 n
＝ ±

2 x ＋ y － 2

5
，则知 x 2

＋ y2

＋ z 2 ＝

x 2

＋ y2

＋
2 x ＋ y － 2

5

2

，其表示的是平面直角坐

标系中的点 D（x ，y）到坐标原点的距离的平方与该
点到直线 l ：2 x ＋ y － 2 ＝ 0的距离的平方之和的最小

值 .

图 1

如图 1所示 ，过坐标原点 O作
直线 l ：2 x ＋ y － 2 ＝ 0的垂线 ，垂足

为点 P ，根据两个距离的平方的对

称性 ，取 OP的中点 Q ，结合极端思

维 ，可知当点 D 与点 Q重合时 ，就

是代数式的 x 2

＋ y2

＋ z 2 的最小值
的取值点 ，此时坐标原点 O到直线

l的距离为 d ＝
0 ＋ 0 － 2

4 ＋ 1
＝

2

5
，

所以（x 2

＋ y2

＋ z 2 ）min ＝
1

5

2

＋
1

5

2

＝
2

5
，此时

Q 2

5
，
1

5
，所以 x 2

＋ y2

＋ z 2 的最小值是 2

5
.

故填答案 ：
2

5
.

点评 ：在动点有限制规律变化的背景中 ，合理

联想 ，结合代数式的特征联想到两点间的距离公

式 、点到直线的距离公式 ，通过极端思维 ，借助数形

结合直观确定取得最值时动点的位置 ，进而加以合

理破解 .极端思维在解决平面向量中的相关问题

时 ，以极端位置 、极端取值的特殊思维来解决 ，转化

巧妙 ，破解简捷 .

三 、立体几何问题中的极端思维

破解立体几何问题中 ，经常借助“动点”特殊处理

来进行极端思维 ，通过“动”与“静”的结合来确定点 、

线 、面的位置关系 、角度与长度等的变化规律 ，从而得

以特殊化处理 ，合理巧妙转化与应用 .

例 3  （2021年高考数学上海卷第 9题）在圆柱

中 ，底面圆的半径为 1 ，高为 2 ，上底面的直径为 AB ，C
是底面圆弧上的一个动点 ，绕着底面圆周转 ，则
△ ABC面积的取值范围为 ＝ .

分析 ：借助空间几何图形直观分析 ，利用三角形

面积的转化 ，把面积的取值转化为其中一线段长度的

变化问题 ，结合动点的变化规律 ，利用极端思维 ，确定

在不同位置背景下线段长短的极端值 ，进而得以确定

面积的取值范围 .

图 2        图 3        图 4

解析 ：如图 2 ，圆柱上底面的圆心记为 O ，下底面

的圆心记为 O' ，连接 OC ，过点 C作CM ⊥ A B ，垂足为

点 M ，则 S △ ABC ＝
1

2
AB CM ，根据题意 ， AB 为

定值 2 ，所以 S △ A BC 的大小随着 CM 的长短变化而变

化 ，结合极端思维 ，利用动点 C的旋转变化带动点 M
的变化 .

如图 3 所示 ，当点 M 与点 O 重合时 ， CM ＝

OC ＝ 1
2

＋ 2
2

＝ 5 ，此时 S △ A BC 取得最大值 ，为
1

2

× 2 × 5 ＝ 5 .

如图 4 所示 ，当点 M 与点 B（或点 A ）重合时 ，

CM 取最小值 2 ，此时 S △ A BC取得最小值 ，为
1

2
× 2 ×

2 ＝ 2 .

综上所述 ，S △ A BC 的取值范围为［2 ，5 ］ .

故填答案 ：［2 ，5 ］ .

点评 ：结合立体几何图形的直观性 ，利用三角形

面积的确定 ，结合动点在圆柱底面圆周上的两个极端

位置进行极端思维处理 ，确定在极端位置处线段长度

的极端取值 ，进而来确定面积的取值问题 .极端思维

在解决立体几何中的相关问题时 ，以极端位置的特殊

思维来解决 ，直观可操作 .

极端思维也是一种由一般到特殊 ，以“点”代“面”

的思维方式 ，在实际应用中 ，关键点是巧妙抓住问题

的全体对象中的极端情形或其所具有的某种极端状

态加以直接特殊化研究 .借助极端思维 ，可以合理避

开抽象的逻辑推理和复杂的代数运算 ，探索解题的新

思路与新方法 ，另辟蹊径 ，有效降低解题难度 ，优化解

题过程 ，起到事半功倍的效果 .只是在具体利用极端

思维处理问题时 ，有时容易因为问题的特殊性而导致

错误 ，要合理验证 ，纠正偏差 ，正确应用 .W
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