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  《普通高中数学课程标准（２０１７ 年版）》 明确

指出 ：通过高中数学课程的学习 ，学生能获得进一

步学习以及未来发展所必需的数学基础知识 、基

本技能 、基本思想 、基本活动经验（简称“四基”） ；

提高从数学角度发现和提出问题的能力 、分析和

解决问题的能力（简称“四能”） ．

新课标对学生的“四能”提出了较高的要求 ．

回顾平时的数学课堂教学 ，学生往往被一个个的

问题牵着走 ，被动地应付回答问题 、解决问题（主

要是简单的判断和解决一个个的数学习题） ，没有

主动思考的时间和欲望 ，不会从问题出发思考问

题是从哪里来的 、问题中隐藏着怎样的规律 、解决

问题的过程又孕育着什么样的新问题 ．学生满足

于被动回答或做完数学习题 ，没有将习题转化为

新的问题 ．

要解决学生出现的上述问题 ，教师首先要有

一双发现问题的慧眼 ．好的问题像蘑菇 ，往往会一

簇簇出现 ，好的问题还会孕育出许多新的问题 ．以

解题教学为例 ，教师在给学生呈现一个数学问题

前 ，首先要精心设计好一串问题 ，帮助学生理解题

意 、发现联系 、领悟规律 ，明白问题的实质 ．在对问

题的多方思考中产生解决问题的思路 ．在解决问

题的过程中 ，教师要诱导 、启发学生萌生疑问 、发

现问题 ，帮助学生感悟解决问题的策略与方法 ．在

问题解决后要提供反思 、领悟的时机和策略 ，让学

生学会在总结规律的过程中产生新问题 ．事实上 ，

尽管“发现问题比解决问题更重要” ，但学生提出

问题的能力并不一定是产生于分析问题 、解决问

题以前 ，而是诞生于解决问题的过程与解决问题

以后的总结 、反思之中 ．因为发现问题的过程是建

立在理解深化的基础上的 ，数学能力水平越低 ，往

往越提不出价值较高的问题 ．

以下举一例说明如何以问题促进思考 、以问

题启发解决 、以问题孕育问题 ，培养学生的

“四能” ．

问题  已知 △ A BC的三个顶点均在椭圆C ：

x ２

４
＋
y２

３
＝ １上 ，且三角形的重心在椭圆的中心 ，试

求 △ A BC的面积 ．

1  设计问题 ，启发思考

此问题中的条件与结论都比较清晰 ，但稍作

思考就会发现 ，△ A BC 的三个顶点似乎不确定 ，

自然而然地怀疑这样的三角形是否存在 ．如果存

在 ，三个顶点不确定 ，三条边不固定 ，底边和高均

不知道 ，如何求三角形的面积 ？ 可否选择确定一

个顶点或一条边 ，求出相应的三角形的面积 ，再探

求一般三角形的面积 ？因此 ，在寻找求解策略和

方法时 ，可以设计如下问题帮助学生分析题意 ，找

到解题思路 ．

（１）满足条件的三角形是否存在 ？

（２）如果给定一个顶点 ，能否求出三角形

面积 ？

（３）在不知道底边和顶点位置的情况下 ，如

何表示边长和高 ，求出三角形面积 ？

对于问题（１） ，如果取一个顶点位于椭圆的左

顶点（－ ２ ，０） ，则另两个顶点 B ，C为直线 x ＝ １与

椭圆的交点 ，不难确认符合条件的三角形存在 ．对

于椭圆上任意一点 A （x ０ ，y０ ） ，由 △ A BC的重心

在原点 ，可知 BC边的中点坐标为 －
x ０

２
，－

y０

２
．

设 B（x １ ，y１ ） ，C（x ２ ，y２ ） ，由题意知 ３ x ２
１ ＋ ４ y２

１ ＝

１２ ，３ x ２
２ ＋ ４ y２

２ ＝ １２ ，两式相减有 ３（x １ ＋ x ２ ）（x １ －

x ２ ） ＋ ４（y１ ＋ y２ ）（y１ － y２ ） ＝ ０ ．由 x １ ＋ x ２ ＝

－ x ０ ，y１ ＋ y２ ＝ － y０ 可得 kBC ＝
３ x ０

４ y０

，从而直线

BC的方程为 y ＋
y０

２
＝ －

３ x ０

４ y０

x ＋
x ０

２
，化简得

３ x ０ x ＋ ４ y０ y ＋ ６ ＝ ０ ．验证后可知满足条件的三

角形存在 ．

对于问题（２） ，不妨设 A （x ０ ，y０ ） ，由上可知

BC边所在直线方程为 ３ x ０ x ＋ ４ y０ y ＋ ６ ＝ ０ ，与椭

圆方程联立并消去 y ，化简得 x ２
＋ x ０ x ＋ x ２

０ －

３ ＝ ０ ．

从而 BC ＝ （x １ － x ２ ）
２
＋ （y１ － y２ ）

２

＝ （１ ＋ k２
）［（x １ ＋ x ２ ）

２
－ ４ x １ x ２ ］
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＝ １ ＋
９ x ２

０

１６ y２
０

［x ２
０ － ４（x ２

０ － ３）］

＝
１６ y２

０ ＋ ９ x ２
０

１６ y２
０

（１２ － ３ x ２
０ ）

＝
１６ y２

０ ＋ ９ x ２
０

１６ y２
０

· ４ y２
０

＝
１６ y２

０ ＋ ９ x ２
０

２
．

又因为点 A 到 BC边的距离等于原点到 BC

边距离的３倍 ，即 h ＝ １８

９ x ２
０ ＋ １６ y２

０

，所以 S △ A BC ＝

１

２
BC · h ＝ １

２
×

９x２
０ ＋ １６y２０
２

×
１８

９x２
０ ＋ １６y２０

＝
９

２
．

对于问题（３） ，可以直接假设 BC边所在直线
的方程为 y ＝ kx ＋ m（不妨设斜率存在） ，代入椭圆

方程消去 y ，化简得（３ ＋ ４k２ ）x ２
＋ ８kmx ＋ ４m２

－

１２ ＝ ０（Δ ＞ ０） ．设 B（x １ ，y１ ） ，C（x ２ ，y２ ） ，由韦达

定理得 x １ ＋ x ２ ＝ －
８km

３ ＋ ４k２ ，x １ x ２ ＝
４m２

－ １２

３ ＋ ４k２ ，从

而 BC 中点坐标为 －
４km

３ ＋ ４k２ ，
３m

３ ＋ ４k２ ．由

△ A BC 的 重 心 在 原 点 可 得 点 A 坐 标 为
８km

３ ＋ ４k２ ，－
６m

３ ＋ ４k２ ，代入椭圆方程并化简得

４m２
＝ ３ ＋ ４k２

．由两点间距离公式可得

BC ＝ （x １ － x ２ ）
２
＋ （y１ － y２ ）

２

＝ （１ ＋ k２
）［（x １ ＋ x ２ ）

２
－ ４ x １ x ２ ］

＝ （１ ＋ k２
）

６４k２ m２

（３ ＋ ４k２
）
２ －

１６（m２
－ ３）

３ ＋ ４k２

＝
１６（１ ＋ k２ ）［４k２ m２

－ （m２
－ ３）（３ ＋ ４k２ ）］

（３ ＋ ４k２ ）２

＝
１６（１ ＋ k２

）（１２k２
－ ３m２

＋ ９）

（３ ＋ ４k２
）
２

＝
１６（１ ＋ k２

） · ９m２

（４m２
）
２

＝
３ １ ＋ k２

| m | ．

而点 A 到 BC边的距离等于原点到 BC边距
离的 ３倍 ，由点到直线的距离公式可求出高 h ＝

３ | m |
１ ＋ k２

，所以 △ ABC的面积 S △ ABC ＝
１

２
· BC· h ＝

１

２
×
３ １ ＋ k２

| m | ×
３ | m |
１ ＋ k２

＝
９

２
．

进一步思考 ，本题中核心条件是 △ A BC的重
心在原点 ，联想重心坐标公式就会想到三角形三

个顶点的坐标 ，再联想到 S △ A BC ＝ ３S △ OBC ＝

３

２
| x １ y２ － x ２ y１ | 这一公式 （面积公式的证明

略） ，就会自然想到问题（４） ：如果假设 B ，C 两点
坐标 ，能否直接求出 △ A BC的面积 ？

设 △ A BC 的顶点 B（x １ ，y１ ） ，C（x ２ ，y２ ） ，则

由三角形的重心在原点 ，可得点 A 的坐标为
A （－ （x １ ＋ x ２ ） ，－ （y１ ＋ y２ ）） ．因为 △ A BC的三

个顶点均在椭圆
x ２

４
＋

y２

３
＝ １ 上 ， 所 以

有

３ x ２
１ ＋ ４y２

１ ＝ １２ ， ①

３ x ２
２ ＋ ４y２

２ ＝ １２ ， ②

３（x １ ＋ x ２ ）
２
＋ ４（y１ ＋ y２ ）

２
＝ １２ ． ③

将 ③ 式展开 ，并将 ① ② 两式代入 ，化简可得

３ x １ x ２ ＋ ４ y１ y２ ＝ － ６ ．

① × ② ，得 ９ x ２
１ x ２

２ ＋ １６ y２
１ y２

２ ＋ １２ x ２
１ y２

２ ＋

１２ x ２
２ y２

１ ＝ １４４ ．配方得 ９ x ２
１ x ２

２ ＋ ２４ x １ x ２ y１ y２ ＋

１６ y２
１ y２

２ ＋ １２ x ２
１ y２

２ － ２４ x １ x ２ y１ y２ ＋ １２ x ２
２ y２

１ ＝ １４４ ，

即（３ x １ x ２ ＋ ４ y１ y２ ）
２
＋ １２（x １ y２ － x ２ y１ ）

２
＝ １４４ ，

将 ３x１ x ２ ＋ ４y１ y２ ＝ －６代入 ，得 | x１ y２ － x２ y１ | ＝
３ ．因此 ，△ A BC 的面积 S △ A BC ＝ ３S △ OBC ＝

３

２
| x １ y２ － x ２ y１ | ＝ ９

２
．

以上设计了 ４个问题 ，引导学生从不同角度

思考问题的条件与结论之间的联系 ，从中发现解

决问题的思路 ．

2  关注过程 ，发现问题

在解决问题的过程中 ，我们也可以发现许多

问题 ．如 ：不论三角形如何变化 ，三角形的面积是

定值 ，这个定值应该与椭圆相关 ，对于其他的一般

椭圆是否也有类似的结论 ？

思考发现 ，由椭圆的面积为 π ab ，内接

△ ABC的面积是椭圆的一部分 ，因此与 ab有关 ．

比较发现 ，
９

２
＝
３ ３

４
· ３ ·２ ＝

３ ３

４
ab ．这个结论是

否正确 ？对一般的椭圆是否成立 ？可以类比问题

（４）的解决过程 ．

设 △ A BC 的顶点 A （x １ ，y１ ） ，B（x ２ ，y２ ） ，则

C（－ （x １ ＋ x ２ ） ，－ （y１ ＋ y２ ）） ，因为三角形的三

个顶点均在椭圆
x ２

a２ ＋
y２

b２ ＝ １ 上 ，所以有
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b２ x ２
１ ＋ a２ y２

１ ＝ a２ b２ ， ①

b２ x ２
２ ＋ a２ y２

２ ＝ a２ b２ ， ②

b２ （x １ ＋ x ２ ）
２
＋ a２ （y１ ＋ y２ ）

２
＝ a２ b２ ． ③

先 将

③ 式展开 ，并把 ① ② 两式代入 ，得 b２ x １ x ２ ＋

a２ y１ y２ ＝ －
１

２
a２ b２ （* ） ．再将 ① × ② ，得 b４ x ２

１ x ２
２ ＋

a４ y２
１ y２

２ ＋ a２ b２ x ２
１ y２

２ ＋ a２ b２ x ２
２ y２

１ ＝ a４ b４ ，配方得

b４ x２
１ x２

２ ＋ ２a２ b２ x１ x２ y１ y２ ＋ a４ y２
１ y２２ ＋ a２ b２ （x２

１ y２
２ －

２ x １ x ２ y１ y２ ＋ x ２
２ y２

１ ） ＝ a４ b４ ， 即 （b２ x １ x ２ ＋

a２ y１ y２ ）
２
＋ a２ b２ （x １ y２ － x ２ y１ ）

２
＝ a４ b４ ．将（ * ）

式代入 ，得 | x １ y２ － x ２ y１ | ＝ ３

２
ab ，从而 S △ A BC ＝

３S △ OA B ＝
３

２
| x １ y２ － x ２ y１ | ＝ ３ ３

４
ab ．

也可以类比问题（３）的求解过程证明 ．设 BC
所在直线方程为 y ＝ kx ＋ m（斜率不存在时可验

证得到） ，联立方程组

y ＝ kx ＋ m ， ①

x ２

a２ ＋
y２

b２ ＝ １ ． ②
将 ① 代入

② 并化简 ，得（b２ ＋ a２ k２
）x ２

＋ ２a２ km x ＋ a２ m２
－

a２ b２ ＝ ０ ．设 B（x １ ，y１ ） ，C（x ２ ，y２ ） ，由韦达定理得

x １ ＋ x ２ ＝
－ ２a２ km

b２ ＋ a２ k２ ，x １ x ２ ＝
a２ m２

－ a２ b２
b２ ＋ a２ k２ ，则 BC

中点 M的坐标为 － a２ km
b２ ＋ a２ k２ ，

mb２
b２ ＋ a２ k２ ，由 AO →＝

２OM →可得点 A 坐标为 ２a２ km
b２ ＋ a２ k２ ，

－ ２mb２

b２ ＋ a２ k２ ．设

原点 O到 BC的距离为 d ，则 d ＝
| m |
１ ＋ k２

，BC ＝

（x １ － x ２ ）
２
＋ （y１ － y２ ）

２
＝

（１ ＋ k２
）［（x １ ＋ x ２ ）

２
－ ４ x １ x ２ ］ ，从而 S △ A BC ＝

１

２
BC · d ＝

３

２
·

| m |
１ ＋ k２

· １ ＋ k２
·

（x １ ＋ x ２ ）
２
－ ４ x １ x ２ ，S２

△ A BC ＝

９

４
m２ ４ a４ k２ m２

（b２ ＋ a２ k２
）
２ －

４（a２ m２
－ a２ b２ ）

b２ ＋ a２ k２ ＝

９m２

（b２ ＋ a２ k２
）
２ ［a４ k２ m２

－ （a２ m２
－ a２ b２ ）（b２ ＋

a２ k２
）］ ＝

９a２ b２ m２

（b２ ＋ a２ k２
）
２ （b２ ＋ a２ k２

－ m２
）（ * ） ．因

为点 A 在椭圆上 ， 所以有
４a２ k２ m２

（b２
＋ a２ k２

）
２ ＋

４m２ b２
（b２ ＋ a２ k２

）
２ ＝ １ ，化简得 m２

＝
１

４
（b２ ＋ a２ k２

） ．将

此式代入 （ * ） 式 ，得 S２
△ A BC ＝

９a２ b２
（b２ ＋ a２ k２

）
２ ·

１

４
（b２ ＋ a２ k２ ） b２ ＋ a２ k２ －

１

４
（b２ ＋ a２ k２ ） ＝

２７

１６
×

a２ b２ （b２ ＋ a２ k２ ）２
（b２ ＋ a２ k２ ）２ ＝

２７

１６
a２ b２ ，所以 S △ A BC ＝

３ ３

４
ab ．

3  总结经验 ，提出问题

以上我们从多个角度提出问题 ，探究了求解

问题的策略和方法 ．回顾问题的求解过程 ，有许多

问题值得发问 ：圆可以看做椭圆的特例 ，重心在圆

心的内接三角形面积是否为定值 ？此时三角形的

形状如何 ？不难发现 ，重心在圆心的内接三角形

是正三角形 ，容易求得圆内接三角形的面积为

３ ３

４
r２ ．反过来 ，如果将圆均匀压缩为椭圆 ，圆内

接正三角形的重心仍然在椭圆中心吗 ？

设圆 x ２
＋ y２

＝ a２ 内接 △ A BC的三个顶点

A（acos α ，asin α） ，B acos ２π
３

＋ α ，asin ２π

３
＋ α ，

C acos ４π

３
＋ α ，asin ４π

３
＋ α ，圆 x ２

＋ y２
＝

a２ 经过压缩变换
x ＝ x’ ，

y ＝
a
b y’ ，

得到椭圆
x ２

a２ ＋
y２

b２ ＝

１ ，则 A ，B ，C 三点变换成 A’（acos α ，bsin α） ，

B’ acos ２π

３
＋ α ，bsin ２π

３
＋ α ，

C’ acos ４π

３
＋ α ，bsin ４π

３
＋ α ，则 △ A’B’C’

的 重 心 的 横 坐 标 为

a
３
cos α ＋ cos ２π

３
＋ α ＋ cos ２π

３
＋ α ＝

a
３ ２cos

α ＋ α ＋
４π

３

２
cos

α － α －
４π

３

２
＋ cos ２π

３
＋ α

＝

a
３

－ cos ２π

３
＋ α ＋ cos ２π

３
＋ α ＝ ０ ．同理可

得纵坐标为 ０ ．故 △ A’B’C’的重心仍在椭圆中
心 ，因而椭圆内接三角形的面积仍然是定

值
３ ３

４
ab ．

既然椭圆中存在内接三角形使得其重心在椭

圆中心 ，类比双曲线 ，可以提出相似的问题 ：存在

顶点均在双曲线上且重心在双曲线中心的三角形

（下转第 ４１页）
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讲授知识 ，这些知识需要学生在课后完成自主探

究 ，他们可以从身边的生活数学出发 ，还能自主地

研究数学知识 ，能在任何时候去查阅需要的材料 ，

教师也能有更多的时间与每个人交流 ，实现了实

验从动手到脱手的目的和意义 ．在课后 ，学生自主

规划数学学习内容 、学习节奏 、风格和呈现知识的

方式 ，教师则采用讲授法和协作法来满足学生的

需要和促成他们的个性化实验学习 ，其目标是为

了让学生通过实践获得更真实的学习 ．动手做数

学的目的是为了让学习更加灵活 、主动 ，让学习的

参与度更高 ，让学生更加喜欢数学 ，能够自主地构

建数学模型 ，培养学生的创新思维能力 ，很好地运

用数学知识解决实际问题 ，从而给我们数学课注

入了许多活力 ，放飞了学生的思想 ，展现了学生的

能力 ，突破了教学桎梏 ，最终实现了使学生理解和

掌握基本的数学知识与技能 、数学思想和方法 ，获

得基本的数学活动经验 ，给与学生一个“完整的

数学”
［３］

．

3 ．3  双向关联 ，收获成长

通过数格点算面积的数学实验 ，学生会在“游

戏”“赏析”中提出猜想 ，进行思考 ，做出判断 ，找

寻到证明的方法 ．这种“外在” 的操作活动与“内

在”的思维活动的协调一致 ，就是推理能力的发

展 ．在本次数学实验中 ，学生从其自身经验出发 ，

动手操作 、动脑思考 ，亲身经历真正的解决问题的

过程 ，这就是建立模型的过程 ．数学实验不仅仅是

直观地“做” ，还要有意识地“用”
［４］

．在第二阶段中

联系学生的生活实际 ，帮助学生进一步形成“由数

学看现实 ，由现实想数学”的意识和习惯 ，发展学

生的数学应用意识 ．数学实验构建了发展学生创

新意识的课程环境 ，学生在操作 、观察 、猜想等活

动中敢于改变 ，超越常规 、学会创新 ，从而为他们

学会改变 、结出创新之果而奠基 ．
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吗 ？如果存在 ，其面积是否为定值
３ ３

４
ab ？

不妨先考虑三角形一个顶点 A 在双曲线
x ２

a２ －
y２

b２ ＝ １的左顶点 ，则 BC边应以 a
２

，０ 为中

点 ，此时 B ，C两点不存在 ．若点 A 是异于双曲线
顶点的任意一点 ，设 A （x ０ ，y０ ） ，由 △ ABC 的重

心在原点 ，则 A B 边的中点为 －
x ０

２
，－

y０

２
．设

B（x １ ，y１ ） ，C（x ２ ，y２ ） ，则 b２ x ２
１ － a２ y２

１ ＝ a２ b２ ，

b２ x ２
２ － a２ y２

２ ＝ a２ b２ ，两式相减化简有 kBC ＝
b２ x ０

a２ y０

，

因而直线 BC的方程为 y ＋
y０

２
＝
b２ x ０

a２ y０

x ＋
x ０

２
，

化简得 b２ x ０ x － a２ y０ y ＋
１

２
ab ＝ ０ ．与双曲线方程

联立可验证关于 x （y）的方程无解 ，即说明这样

的三角形不存在 ．

此外 ，我们还可以发现 ，如果椭圆内接三角形

的重心在椭圆中心 ，则任意一边所在直线与过相

应顶点的椭圆的切线平行 ．

4  结语
从教师设计问题抛砖引玉 ，帮助学生弄清题

意 ，寻找求解思路 ，到边求解边发现新问题 ，再到

总结回顾产生新问题并解决新问题 ，这是一个问

题倍出的历程 ．学生不断经历“问题 — 分析 — 解

决 — 问题” 的过程 ，学生的“四能” 必然获得

提升 ．
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