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  图形变换问题是近年各类考试的热点问题 ．当

一个点 、一条线或一个面带动整个图形发生变换时 ，

很多学生感觉无法想象 ．实际上 ，利用相对运动观

点 ，转换变化过程中的动与静 ，可以有效降低动态问

题的难度 ，达到解决问题的目的 ．本文从平移 、翻折

（轴对称） 、旋转这三种常见的图形变换问题入手 ，体

现巧用相对运动解题的优势 ．

1  问题呈现
1 ．1  平移中的相对运动

问题 1  在平面直角坐标系 xOy 中 ，动点

M （－ a ，３ a）在第二象限 ，动点 N （０ ，h）在 y轴正半
轴上 ．当 MN ＝ ８时 ，△ MON的最大面积为    ．

分析  根据 M（－ a ，３ a）的横 、纵坐标之间的

关系可以确定点 M 在直线 y ＝ － ３ x（x ＜ ０）上运

动 ，点 N在 y轴正半轴上 ．虽然题目中已告知了线段

MN 的长 ，要求 △ MON 的最大面积还需要知道线
段 MN 上的高的最大值 ，但随着 M ，N 两点的平移
运动 ，线段 MN 上的高的最大位置无法确定 ．这是

本题的难点 ，学生束手无策 ，思维无法继续 ．

 图 １

观察图形中的几何元素 ，可

以发现点 M和点 N都相对于点
O运动 ，因此可以先将点 M 与
点 N 视作相对静止 ，让点 O相
对点 M 和点 N 进行运动 ，这个

问题就迎刃而解了 ．如图 １ ，由

点 M在直线 y ＝ － ３ x （x ＜ ０）

上运动 ，可得 ∠ MOQ ＝ ６０° ，则 ∠ MON ＝ ３０° ．又

MN ＝ ８ ，所以点 O相对于M ，N运动的轨迹为圆 ，即

△ MON 为圆的内接三角形 ．当点 O位于线段 M N
的垂直平分线上时 ，△ MON 的面积最大 ．根据圆的

有关知识可求出线段 MN上的高 OH最大为 ４ ３ ＋

８ ，即 △ MON 的最大面积为 １６ ３ ＋ ３２ ．

1 ．2  翻折中的相对运动

问题 2  如图 ２ ，在菱形 ABCD中 ，AC ＝ ６ ２ ，

BD ＝ ６ ，E是 BC边的中点 ，P ，M分别是 AC ，AB上
的动点 ，连结 PE ，PM ，则 PE ＋ PM 的最小值
是    ．

分析  题目中点 P ，M为动点 ，点 E为定点 ，点

P ，M相对于点 E运动过程中 PE ＋ PM如何才能最
小 ？学生在思考中会根据已有的经验 ，让点 P ，M ，

 图 ２

E在一条直线上时 ，可得 PE
＋ PM最小 ，但在运动过程中

点 P ，M ，E无法运动到一条
直线上 ，此时学生又无从下

笔了 ．

如图 ３ ，如果我们将

 图 ３

点 E看成相对于点 P ，M 运
动 ，利用菱形的性质 ，不防通

过翻折将 PE转化为 PE′ ，此

时点 P ，M ，E可在一条直线
上了 ，从而只要 E′M ⊥ A B
时 ，PE ＋ PM 最小 ．

解  如图 ３ ，作点 E关于 AC的对称点 E′ ，过点

E′作 E′M ⊥ A B于点 M ，交 AC于点 P ，则点 P ，M
即为使 PE ＋ PM取得最小值时的位置（读者自证） ，

此时 PE ＋ PM ＝ PE′ ＋ PM ＝ E′M ．

因为四边形 ABCD 是菱形 ，所以点 E′在 CD

上 ．又 AC ＝ ６ ２ ，BD ＝ ６ ，故 AB ＝ （３ ２ ）
２

＋ ３
２

＝

３ ３ ．由 S菱形 A BCD ＝
１

２
AC · BD ＝ AB · E′M ，得

１

２
×

６ ２ × ６ ＝ ３ ３ · E′M ，解得 E′M ＝ ２ ６ ，即 PE ＋ PM
的最小值是 ２ ６ ．

1 ．3  旋转中的相对运动
问题 3  如图 ４ ，已知 △ ABC中 ，∠ ACB ＝ ９０° ，

AC ＝ BC ＝ ６ ，点 D在 AB 边的延长线上 ，且 CD ＝

AB ，将 △ ACD绕点 C逆时针旋转 α（０° ＜ α ＜ ３６０°）

得到 △ A′CD′ ，若点 M 为 AC的中点 ，点 N 为线段
A′D′上任意一点 ，则在旋转过程中线段 MN长度的
取值范围为    ．

图 ４           图 ５

分析  点 M 为定点 ，点 N 为动点 ，点 N 随着
△ A′CD′的旋转而旋转 ，点 N相对于点M是在一个
动圆中运动 ，圆的半径是在不断变化的 ，也就是它到

点 M 的距离是不断变化的 ．这个距离什么时候最

大 ，什么时候最小 ，是本题的一个难点 ．很多学生的
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直观想象能力不足 ，因此很难把握 MN 长度的取值
范围 ．

如果我们将 △ ACD 视作不动 ，那么点 N 始终
落在线段 AD上 ，让点 M 相对于点 N 在运动 ，而点

M到点 C的距离不变 ，点 M运动的轨迹是以点 C为
圆心 、线段 CM 的长为半径的圆 ．如图 ５ ，当 CN１ ⊥

A D ，交圆 C于点 M１ ，此时线段 M１ N１ 长度最短 ；当

点 N２ 与点 D 重合 ，延长 DC 交圆于点 M２ ，此时

M２ N２ 最长 ．根据直角三角形有关知识解出 CN１ ＝

３ ２ ，CN２ ＝ ６ ２ ，CM ＝ ３ ，即 MN 长度的取值范围
为[３ ２ － ３ ，６ ２ ＋ ３] ．

问题 4  如图 ６ ，已知抛物线的顶点坐标为

（０ ，１） ，且经过点 A （１ ，２） ，直线 y ＝ ３ x － ４ ２ 经过点

B（２ ２ ，n） ，与 y轴交于点 C ．将该抛物线绕原点 O
顺时针旋转 ４５°得到新曲线 ，新曲线与直线 BC交于
点 M ，N ，点 M 在点 N 的上方 ，则点 N 的坐标
为    ．

分析  根据已有条件学生能很快求出点 B的
坐标及抛物线的解析式 ．而所求点 N 的坐标恰好是
旋转后的抛物线与直线 BC的一个交点的坐标 ，通

过方程组即可解出 ，但问题在于学生不知如何求旋

转后抛物线的解析式 ．此时教师可引导学生运用“相

对运动”的思想 ，将抛物线不动 ，直线 BC绕着原点
逆时针旋转 ４５°后与原抛物线相交于点 M′ ，N′ ，最

后再将点 N′绕着原点顺时针旋转 ４５°即可求出点

N 的坐标 ．

 图 ６

解  由题意设抛物线

为 y ＝ ax２ ＋ １（a ≠ ０） ，将点

A （１ ，２）代入解得 a＝ １ ，故抛

物线的解析式为 y ＝ x２ ＋ １ ．

将点 B（２ ２ ，n）代入直线
BC中 ，解得 n ＝ ２ ２ ，故点

B 的坐标 （２ ２ ，２ ２ ） ．在

BC的方程中令 x ＝ ０ ，解得

y ＝ －４ ２ ，故点 C的坐标中
（０ ，－ ４ ２ ） ．将点 B ，C绕着原点逆时针旋转４５°可得

点 B′（０ ，４） ，C′（４ ，－ ４） ，故旋转后的直线 B′C′解析
式为 y ＝ － ２ x ＋ ４ ．

令 x２

＋ １ ＝ － ２ x ＋ ４ ，解得 x１ ＝ １ ，x２ ＝ － ３ ，故

y１ ＝ ２ ，y２ ＝ １０ ，即点 N′（１ ，２） ，点 M′（－ ３ ，１０） ．将点

N′（１ ，２）绕着原点顺时针旋转 ４５°即可得点 N ，则

ON ＝ ON′ ．由点 N 在 BC 上 ，可设点 N （n ，３n －

４ ２ ） ，由 n２ ＋ （３n － ４ ２ ）
２

＝ ５ ，解得 n１ ＝
３ ２

２
，n２ ＝

９ ２

１０
（不合题意 ，舍去） ，即点 N的坐标为 ３ ２

２
，
２

２
．

通过分析求解这些问题后 ，我们会发现它们都

具有一些类似的特征 ：直接根据条件给出的图形变

换进行求解 ，问题会变得复杂 ，求解过程也比较繁

琐 ．我们如果妙用“相对运动” ，换个思考的角度 ，让

复杂的图形静止下来 ，让简单的图形相对运动起来 ，

会有一片不一样的天地 ！妙用“相对运动”的关键是

要明确相对运动的过程 ，运用平移 、轴对称和旋转的

性质 ，巧妙根据图形中点运动的相对性 ，使之达到破

解这类问题的目的 ．

2  感悟反思
2 ．1  关注解题方法的“再创造”

弗赖登塔尔认为“数学学习的唯一正确方法是

让学生进行‘再创造’ ，就是说 ，由学生本人把学习的

东西实现或创造出来 ，教师的任务是为学生的发展

创造条件 、引导探索”
[１]

．因此 ，教师应该在平时备课

中多留心 ，精心选题 ，教学中创设适合学生的宽松的

交流氛围 ，让学生经历问题辨析 、相互交流 ，自主地

提出求解的具体策略 ，自觉回顾所涉及的知识与方

法 、通性通法和最优方法 ，悟出数学的本源 ．鉴于此 ，

在解题教学中 ，教师应该注重利用学生已有的解题

方法同化并顺应新方法 ，让学生经历解题的发生和

生成的过程 ，使学生的解题潜能得以提升 ．

2 ．2  关注知识的生长点
在梳理与整合关于图形变化的知识时 ，应以学

生为知识梳理的主体 ，让他们自主经历题组解答和

互动交流的过程 ，推动基础知识的有效入网
[２]

．本课

例着眼于图形的运动变化 ，在运动变化中运用“相对

运动”的观点思考问题 ，让学生体会学习运动变换的

作用 ，为学生今后解题提供有力支撑 ．

在平时的教学中 ，教师常给学生总结各种几何

基本图形 ，机械化记忆或者训练能够让学生形成条

件反射 ，可是对为什么要这样作辅助线 ，学生可能并没

有理解 ．基于对知识本身的追溯 ，引导学生如何思考应

成为教师教学中的着力点 ，引导学生通过观察 、联想 ，

形成自己的认知经验
[３]

．如果教师能够做到心中有教

材 ，心中有学生 ，帮助学生在学习过程中梳理好知识

脉络 ，形成知识体系 ，打通各个知识板块中的关联 ，

多引导学生思考问题的本源 ，就可以提高学生在数

学课堂中的成就感 ，为学生的知识生长助一臂之力 ．
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