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一道情境化探究性试题的命制过程

金 山 (江苏省启东中学 226200)

《普通高中数学课程标准(2017版)》(以下简

称《课标》)指出：“命题应依据课程内容，注重对

学生数学学科核心素养的考查，处理好数学学科

核心素养与知识技能的关系，要充分考虑对教学

的积极引导作用．”“命题时，应有一定量的应用问

题，还应包括开放性问题和探索性问题，重点考查

学生的思维过程、实践能力和创新意识，问题情境

的设计应自然、合理．”合适的问题情境是考查数

学学科核心素养的重要载体，数学命题时，应注意

选取问题情境，这里的情境包括现实情境、数学情

境和科学情境．学生在解决这类问题时，首先要对

情境进行抽象，建立合理的数学模型，其次需要依

靠科学的方法进行探究、推理、演算．解题的过程

成为分析和解决问题的过程，这有利于真正区分

学生的数学能力和数学核心素养．笔者在参加

2021年南通市第二次数学调研测试命题期间，经

历了一道探究性情境试题几经周折的编制过程，

简单总结如下，与大家分享交流．

1 问题情境的溯源

《课标》是联考和模考命题的基本依据，教材则

是改编试题的最好素材来源．在《课标》的附录2

“教学与评价案例”中共列出了37个案例，其中案

例15和案例19都是测量建筑物高度的问题．教

材中也出现很多实际测量的情境，例如：

问题1(苏教版(2020)数学必修第二册第

99页第4题)如图1，某人在高出海面600 m的山

上P处，测得海面上的航标A在正东方向，俯角

为30。，航标B在南偏东60。的方向上，俯角为

45。，求这两个航标问的距离．
A

6妗≮
图1 图2

问题2(人教版(2019)数学必修第二册第

53页第8题)如图2，测量河对岸的塔高AB时，可

以选取与塔底B在同一水平面的两个测量基点C

与D．现测得么BCD—d，么BDC一口，CD S，在

点C测得塔顶A的仰角为臼，求塔高AB．

这两道试题都来源于生产生活实际，研究的

是不同情境下同一类型的实际测量问题，体现了

数学与生活的密切关联，具有浓厚的现实意义．

对于问题1，先解Rt／＼PAC和Rt／＼PBC，求

出AC，BC长．在／＼ABC中，已知“两边及其夹

角”，运用余弦定理可求出A，B问的距离．再看问

题2，在△BCD中，由已测得的么BCD，么BDC

和CD长，根据正弦定理计算出BC长．在

Rt／＼ABC中，由口角的正切即可算出塔高AB．

两个问题中，需要测量的量与所求量都可归

结到三棱锥模型中：测得三个角大小和一条棱长，

求另一棱长．那么，这类问题都可解吗?即，已知

三个角与一条棱长可以确定这个三棱锥的形状与

大小吗?如果不能，哪些情形可解?哪些情形不

可解?以上面的实际情境和疑问为源头，剔除具

体计算，滤出其中的定性元素，能不能设置一道探

究性的开放题呢?

2 命题意图的确立

以问题2的情境为例，对于一名测量者，测量

之前首先要考虑“哪些量可测”．该情境下，C与D

之间的距离S和以C，D为顶点的所有角都可测．

其次会思考“测出哪些量就可以了”，这就需要具

备一定的空间想象能力和对三角形可解性的深刻

理解，还要具有一定的数据处理、运算求解的数学

素养和科学决策能力．

从“测出哪些量就可以了”出发，命题组将教

材中的这个情境改编成一道开放的填空题．

初稿 如图3，某校测

绘兴趣小组测量河对岸的

塔高AB，选取与塔底B在

同一水平面内的两点C与

D(B，C，D不在同一直线

上)，并测得CD长．若该测

绘兴趣小组利用测角仪可

测得以C，D为顶点的所有

角，则只需测出 ，

D

图3

， 这三个角就可计算出塔AB的高
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度．(写出一组即可)

《课标》指出：“在命制应用问题、开放性问题

和探究性问题时，要注意公平性和阅卷的可操作

性．”初稿中，将问题改编成了一道探究性开放试

题，但以C，D为顶点的6个角中选择3个，共有

Ci一20种不同填法，而且每个角都要用3个大写

字母表示．如果是课堂上让学生探究，不失为一个

培养思维能力的好素材，但作为考试试题，阅卷的

难度太大，不适合!那么，能否改成选择题呢?若

改成选择题，选项如何设置?

3 问题的进一步探究

以C，D为顶点的可测角中，6选3，共20种不

同方法．若考虑到C，D两点的地位等同，两个等

价条件取其一，则只需研究其中10种不同选法，

它们可分为两类：第一类，取同一顶点处三个角

(以下取点C)，有Ci一1种；第二类，有两个角顶

点相同(以下取点C)，第三个角顶点不同(以下取

点D)，有C；·C{一9种．

如图4，在平面

BCD中，过点B作

BE上CD，垂足为E，

连结AE．因为AB上平

面BCD，所以AE

CD．因为cos么BCD— C

譬，cOs么ACB一面BC，
c。s么AcD一面CE，所以

图4

cos么BCD·costACB—cos么ACD． 即在

么ACB，么BCD，么ACD中两个角确定，则第三

角也确定，这就是“三余弦定理”．(源自苏教版

(2012)数学选修2 2第113页第10题)

因此，在第二类的9种选法中，从三余弦定理

角度考虑，以C为顶点的三个角取两个，只需考虑

一种(以下取么ACB，么BCD)，即第二类只讨论

1×Cj一3种选法．

综合以上分析，20种选择方法实质只需研究

其中4种．那么在这4种方案中，哪些可以确定塔

高AB呢?

方案1 S，么ACB，么BCD，么ACD．

由三余弦定理，么ACB，么BCD，么ACD这

三个角中已知两个就可以求出第三个角，所以该

方案条件出现了重复，实际上只有三个条件，可用

如下作图过程说明塔高不确定．

如图5，将塔AB沿着CB方向移动至A，B’

的位置，在不改变么ACB，么BCD，么ACD以及

CD长的情况下，塔高可以是AB长，也可以是A 7B
7

长，因此方案1中四个条件不能确定塔高AB．

C

D

图5

C

D

图6

方案2 S，么ACB，么BCD，么BDC．

定性分析：△BCD中，已知“两角及其夹边”，

根据“角边角”公理，边BC确定，从而在

Rt／kABC中可确定AB．

定量分析：如图6，在△BCD中，由正弦定理得

面B—C一面s一澈BCBDC in CBD一舞CBD旷sin／ 一s／
’队

一sin／
。一

sin么BDC五五互西汀乏面¨·
在△A B C中，A B—B C·t a n么A CB—

sin么BDC·tan么ACB五瓦猫西汀乏丽¨‘
方案3 S，么ACB，么BCD，么ADC．

定性分析：由三余弦定理，么ACB，么BCD确

定了么ACD的大小，所以在／kACD中，已知“两

角及其夹边”，根据“角边角”公理，边AC确定，从

而在Rt／kABC中可确定AB．

定量分析：如图6，在ZxACD中由正弦定理得

．． sin么ADC sin么ADCAL一五面¨一五忑石灰耳Z面¨’AB=AC．sin么ACB--≥篇篇-+- ·

￡1nl／H J¨ ／HI f，I

S，其中cos么BCD·cos么ACB—cos么ACD．

方案4 S，么ACB，么BCD，么ADB．
A R

若AB确定，因为BC一—ta—n么==A—CB，BD一

—tan_二么兰AJ_D—B，所以BC
BD确定·在／kBCD中，

已知么BCD的对边BD和邻边BC，即“两边及其

中一边的对角”，三角形不能确定，可用如下作图

过程说明，所以该方案不可行．

如图7，在三棱锥A—BCD中，已知CD—S，

么ACB，么BCD，么ADB．过点B作BE／／CD，当

么BDC≠90。时，过点D作DM一-BE，垂足为

M，取衄一BM，过点E作EF--面BCD，且EF—
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AB，则RtAABD丝

RtADEF．因为四边形

ABEF是平行四边形，

所以AF／／CD，即C，

D，A，F共面．延长DF

与CA交于点A 7，延长 c

DE与CB交于点B7，则

在三棱锥A，_B 7CD中，

D

图7

CD S和么A 7CB 7一么ACB，么B’CD一么BCD，

么A 7DB 7一么ADB，所以塔高AB不确定．

4 试题的修改与完善

四种方案中，方案2和3可以确定塔高，方案

1和4不能确定．基于以上分析，将初稿中的填空

题修改成下面的单项选择题．

第2稿 如图3，某校测绘兴趣小组为测量

河对岸直塔AB(A为塔顶，B为塔底)的高度，选

取与B在同一水平面内的两点C与D(B，C，D不

在同一直线上)，测得CD长为S．测绘兴趣小组利

用测角仪可测得的角有：么ACB，么ACD，么BCD，

么ADB，么ADC，么BDC，则根据下列各组中的

测量数据可计算出塔AB的高度的是( )．

A．S，么ACB，么BCD，么BDC

B．S，么ADB，么BDC，么ADC

C．S，么ACB，么ACD，么BCD

D．S，么ACB，么BCD，么ADB

改成单选题后，难度减小，对学生的数学思维

和数学素养的考查力度大大降低．第2稿与初稿

比较，虽然解决了阅卷的困难，但试题的灵动性与

开放性明显降低，违背了初始确立的命题意图．为

了尽量保留初稿的探究意境，达成当初的命题意

图，在第2稿的基础上，进一步修改成多项选择题．

第3稿 如图3，某校测绘兴趣小组为测量

河对岸直塔AB(A为塔顶，B为塔底)的高度，选

取与B在同一水平面内的两点C与D(B，C，D不

在同一直线上)，测得CD长为S．测绘兴趣小组利

用测角仪可测得的角有：么ACB，么ACD，

么BCD，么ADB，么ADC，么BDC，则根据下列各

组中的测量数据可计算出塔AB的高度的

是( )．

A．S，么ACB，么BCD，么BDC

B．S，么ACB，么BCD，么ACD

C．S，么ACB，么ACD，么ADC

D．S，么ACB，么BCD，么ADB

确立以多项选择题形式呈现后，试题的开放

性、探究性提高，可难度适合吗?第3稿中设置的

4个选项包揽了此类问题的4种方案，其中方案

4(选项D)讨论的是三角形不可解性，也是最困难

的一种，预估学生在考试时问内很难完成，基于

此，最终“忍痛割舍”方案4，修改如下．

定稿 如图3，某校测绘兴趣小组为测量河

对岸直塔AB(A为塔顶，B为塔底)的高度，选取

与B在同一水平面内的两点C与D(B，C，D不在

同一直线上)，测得CD长．测绘兴趣小组利用测

角仪可测得的角有：么ACB，么ACD，么BCD，

么ADB，么ADC，么BDC，则根据下列各组中的

测量数据可计算出塔AB的高度的是( )．

A．S，么ACB，么BCD，么BDC

B．S，么A(、B，么BCD，么ACD

C．S，么ACB，么ACD，么ADC

D．S，么ACB，么BCD，么ADC

终稿中，选项C和选项D，从三余弦定理角度

看是等价的．

5 考试结果及反思

高三复习阶段的考试，目的是合理评价学生

数学思维能和素养的水平，诊断课堂教学的效果，

反馈教与学中的经验和不足，激励学生探究未知

的激情和学习数学的兴趣．本题预设难度是o．35

至0．4之间，实际考试结果看，南通市考生均分1．9

分，难度系数o．62，很好地达到了检查学生复习效

果、评价学生数学思维的目的，获得了一线教师的

肯定与好评，为下一步教学实践提供了参考依据．

本题设置的情境是“测量建筑物高度”，来源

于《课标》和教材，体现了《课标》对考试评价的指

导地位，体现了教材中典型问题的内在价值与迁

移功能．同时，所选情境与学生生活关系密切，是

学生熟悉的，保证了试题评价的公平性．学生在解

决问题的过程中感受到数学学习的价值，能提高

学习数学和对劳动实践的兴趣，增强主动运用数

学知识的意识和能力，对培养学生探究未知的精

神起到积极的引导作用．

本题的命题意图是“探究、开放”．我们对问题

原型不断加工，除去具体的解三角形的计算，重点

考查对空间图形的想象、三角形可解的充分条件

的探究，是问题可解析的定性分析．终稿的呈现形

式具备应用与创新、探究与开放的新高考气息，能

达到区分学生思维的灵活性与创新性的考查目

标，与新高考命题的方向基本吻合．

回顾本题从萌芽、雏形、成长到成熟，我们经

历不断尝试、合作、探索、打磨，虽然过程艰辛，却

充满了收获的快乐．
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