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由一道教材习题命制高考模拟试题
’

的过程及心路历程

安徽省砀山中学 辛 民 (邮编：235300)

摘要 记述了由一道教材习题演变成高考模拟试题的命制过程、试题的评析以及命题的思考与

启示．
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2020年皖北协作区高三联考要求命制一套

数学模拟试题，命题组对本次试题压轴题的命制

过程比较欣赏，试题考试的结果达到了预期的目

的，现将其命制的过程、试题评析、思考启示与同

行交流．

1 命制试题要求

命题组接到任务后，认真研究近三年全国高

考数学试题、《普通高中数学课程标准》(2017年

版)、《中国高考评价体系》，体会高中学业质量标

准和课程内容，经讨论形成以下认识：

(1)试题情境 压轴题属于综合题，力求创

设课程学习情境和探索创新情境，以基本的初等

函数为考查的重点，争取以教材中例习题为原型

进行改编，使试题源于教材，高于教材．

(2)必备知识 考查函数导数的应用，以函

数为载体考查导数公式，利用函数的导数研究函

数的性质，如：单调性、极值、最值、零点等．

(3)关键能力 考查学生逻辑思维能力和运

算求解能力，试题选取学生熟悉的基本初等函数

为出发点，考查利用函数的导数讨论判断函数单

调性的方法、函数最值的概念以及导数公式及导

数运算法则，考查学生灵活运用导数工具分析问

题和解决问题的能力，综合考查学生的逻辑思维

能力、运算求解能力以及分类讨论的思想．

(4)学科素养 考查理性思维和数学探索．

通过选取适合的条件、恰当的设问，要求学生能

够通过对条件与结论的分析，探索论证的思路，

选取合适的论证方法予以证明，并能用准确的数

学语言表述论证的过程．

2 试题

已知函数厂(．r)=a．2．2—21n．r(a∈R)

(1)当口一1，证明：f(x)≥z—InJ：；

(2)是否存在不等的正实数m、n满足m=竹2

且f(m)一，(行)，若存在，求a的取值范围，否则

说明理由．

3 命题过程

根据命题要求，命题组成员分头查阅资料、

检索文献、搜集素材，最后目标集中到教材中复

习题：已知函，(丁)一．r—In．r，求函数的单调区间

和极值点．(北师大版本选修2——2复习题三A

组第一题第2题)，大家认为此题以常见的对数函

数和多项式函数线性组合为试题情境，形式简

洁，但是作为模拟题与高考要求有差距、解答过

于简单，高考试题求导后一般研究的是二次函

数，而本题解答为一次函数且缺少新意，不符合

试题命制的要求，故需改造．研究讨论增加多项

式的次数，引人参数得函数f(x)一n Ir 2一

In．T(n∈R)，以下研究此函数性质以便设计试

题：

由f(x)一a．T 2一lnx(口∈R)知：T>0，f，(z)⋯2at 1一堕生土，
蔓 、t

所以当a≤0时，f(x)在(0，+∞)内是减函

数，有唯一的零点，

当日>0时，令f’(．r)一0，得：z一圭，
√Z盘

所以，(．z．)在(0，—杀)内是减函数，在
、 √二n 7

(了1云，+。。)内是增函数，
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厂(‘r)的极小值为，‘了杀)一百1一h了杀一
虿1十虿1

ln2口．

显然，当2a>÷时，函数，(．r)无零点，2a一

土时，函数有唯一的零点，0<2n<1时，

厂(z)有两个零点．

到此命制试题第一问：

已知函数f(x)一位．r2一In．r(a∈R)

若口≥1，证明厂(z)≥虿1十TIn2．
第二问若继续围绕给定的函数设计问题，落

于俗套、无新意，经研究讨论，改为如下探索性问

题：

是否存在不等正实数优、7z满足mn=1且

f(m)一厂(7z)，若存在，求a的取值范围；否则说

明理由．

分析及思考 假设存在不等的正数m、咒满

足m72=1且f(m)一，(行)，

不妨设0<m<1，由嬲=1及，(行)一
f(m)得：口m2一lnm—a行2一lnn，

所以口m2一lnm一尝+lnm，

即日m 4—2 m2lnm一口一0，

问题转化为关于z的方程a z 2一xlrLr—a一

0在(0，1)内有零点．

令h(z)一aT 2一．vlnx一盘，

当盘≤0时，若T∈(0，1)，h(z)一口z2一

Tl附一口>0，所以当a≤0时，h(z)一a T2一

xlnx一日在(0，1)内没有零点，

当口>0时，^7(z)一2嬲一lrLr一1，h”(z)一

2n一一1一o，得T一去，
Z Z盘

所以z∈(o，去)，h”(z)<0，h7(z)是减函

数，当丁∈(去，+oo)时，^”(T)>0，h 7(z)是增

函数．

所以函数^7(．z)的最小值为．il 7(去)一In2n，
若乜≥i1时，令矗7(z)>0，^(z)在(0，+co)

内是增函数，且h(1)一0，所以h(．r)在(0，1)内

没有零点．

当0<n<-51-时，丢>1，所以h7(z)在

(0，1)内是减函数，h7(1)一2a一1<0．由此，2，(上)～2a In
I

l一2a>o，所以

h 7(．T)一2盯一1眦一1在f÷，1)内存在零点-r0．

所以当z∈(0，．r。)时，h7(T)>0，h(z)是增

函数，当．r∈(．如，1)时，h7(．r)>0，h(T)是减函

数．所以h(z。)>h(1)一0．

故当．r一0时，h(T)一a Ir 2一LTl咐一a一

一口．或当n>专，志∈N‘，，z(士)一≯a十≯4k—n

<口(≯1十≯4k一1)<丑(elsk+d—1)<o，
所以h(z)在(0，T。)内存在零点．

综上所述，口的取值范围是(o，妻)．

命题组认为此题较好地体现了命题意图，特

别是由关于m的方程a m 4—2柳21nm—n一0在

(0，1)内有解转化为关于T的方程az 2一．rln．T一

口一0在(0，1)内有零点，简化了函数解析式，进

而利用导函数及单调性讨论函数的零点，较好地

体现了数学核心素养水平划分的要求：能够在综

合的情境中抽象出数学问题，并用恰当的数学语

言予以表达；能够在得到的数学结论基础上形成

新命题；能够针对具体的问题运用或创造数学方

法解决问题(数学抽象水平三)．在综合的情境

中，能够把问题转化为运算问题，确定运算对象

和运算法则，明确运算方向．能够对运算问题，构

造运算程序，解决问题(数学运算水平三)，由解

题的过程知，当．T一0时h(z)一日T 2一．TlrLT—a

一一n，或者进行估值判断h(去)的值，超出了高

中生的认知水平，命题组认为此题应继续打磨降

低难度，随即调整正实数m、行满足条件，第二问

改为下面的问题．

是否存在不等的正实数m、竹满足m=行2且

f(m)=，(竹)，若存在，求a的取值范围，否则说

明理由．

分析思考 由题设m一722及厂(竹)=，(m)
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得：口m2一lnm一硎一丢lnm，
即口m2一跏一llnm—O，

问题转化为关于m的方程口m 2一册一丢ln研
一0有不等于1的实根．

至此，命题组认为口m2一踟一专ln研一

的虿1不协调，不自然，有必要调整．

经商议试题改为以下形式：

∈(o，z。)时，h7(z)<0，h(z)是减函数，当z∈

(z。，+oo)时，h7(z)>0，h(z)是增函数．

所以Jfl(z。)<^(1)=o，而(丢)一百1—1+
lna,令F(z)一土一I+Inz，则F，(z)一一三+土

Z X1 x

一旦≠，所以当z∈(o，1)时，F(z)是减函数，
0中

‘r。

当z∈(1，+。o)时，F(T)是增函数．

由此^(丢)=i1一I+Inn>F(1)一o．

已知函数f(x)一日z2—21nx(a∈R)

(1)若口≥1，证明：厂(z)≥1；

(2)是否存在不等的正实数m、"满足m一行2

且f(m)一厂(咒)，若存在，求n的取值范围，否则

说明理由．

解答 (1) 由 f(x)一 口T
2

一

n

21nx(口∈R)知：z>0，f7(T)一2ax一—冬一
．正

2a z 2—2_-’
当口≥1时，令，，(z)一0得：z一去．

√n

所以f(x)在(0，÷)内是减函数，在
、

V口7

(1去，+。o)内是增函数，
厂(z)的极小值为，(；1)一1—2ln{一1

4a 4a

+lna≥1，所以当口≥1时，，(z)≥1．

(2)由题设m一咒2及f(n)一f(m)得：口m
2

—21nm—ayn—lnm，即n m2一僦一lnm=0，
问题转化为关于z的方程口z 2一a．T—lnx一

0有不等于l的正实根．

令h(z)一盘z2一般一1附，

当口≤0时，若z∈ (0，1)，h(z)一

凹(z一1)一1衄>0；若z∈(1，+∞)，h(．z)一

O．oT(z一1)一lnx<0．所以当口≤0时，方程没有

不等于1的实根．

当口>0时，h7(z)一2ax—n一土一0，zo=

a—+——4'—St一+8a；易知当n>1时，z。<1，所以当z4口

所以h(z)一nT 2一纰一lnx在(吉，z。)内存
在零点．

当0<口<1时，zo>1，当．27∈(0，zo)时，

h 7(z)<0，h(z)是减函数；当‘z∈(z。，+co)时，

h 7(z)>0，h(z)是增函数．

所以h(z。)<h(1)=0．

同理可证：^(丢)一i1—1+1n口>o，所以
h(z)一nz 2一统r—lnx在(To，三)内存在零点．

当口一1时，z一1是函数h(z)=T2一T—

lnx，唯一的零点．

综上所述，口的取值范围是口>0且n≠1．

经年轻教师试做，认为试题第一问与第二问

没有联系，设问不协调，仍需要改进，争取做到第

一问的结果是第二问的求解铺垫，或者对第二问

问题解决有启发，增加第一、二问的连贯性作为

改进的方向．命题组目光集中到：当口一1时，z一

1是函数h(z)一z2一z—lnx唯一的零点上，经研

究第一问设问如下

已知函数f(x)一口z2—21nx(a∈R)

(1)当口一1，证明：f(x)≥z—inx；

解 当口一l，要证f(x)≥z—lnx即z 2—

21nx≥z—lnx，

令P(．r)一z2一z—lnx，则户7(T)=2z一1一

l 2 z2一T—l——=一●z Z

由97(z)一O，得z=1，或z一一虿1，因此

当z∈(0，1)时，P(．r)是减函数，当z∈

(1，+。。)时，P(z)是增函数．

所以P(z)≥P(1)=0，故原不等式成立．
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4 试题评析

以教材中的习题为母题，通过包装转化创新

以二次函数与对数函数线性组合为载体，自然、

合理，属于课程学习型、探索创新情境．第(1)问

以函数与不等式组合设计问题，令n=1，形式虽

是不等式的证明，实质上仍是函数与导函数的关

系，通过函数的极值证明不等式成立，此问的设

计面向大部分学生，只要学生能够准确应用导数

公式和求导法则进行导数运算，就可以解决问

题．第(2)问设计成开放性、探究性问题，不是让

学生研究给出的函数的问题，而是打破常规，让

学生在理解题意的基础上，利用转化思想，将是

否存在不等正数m、竹使等式成立，转化为新的函

数零点问题，事实上，就是研究函数Y—lnx与Y

—nz 2_ax随着a的变化两图象交点，数形结合

很容易看出函数的变化规律，关键是给出严谨的

数学说理．考查由浅入深，逐步递进，层次分明，

重点突出，对计算的难度、思维深度的要求逐步

提高，很好的达到了考查的目的，试题从多角度

考查了导数的基础知识，利用导数研究函数性质

的方法以及导数的基础知识和解题方法，考查了

函数的概念和单调性、介值性、零点等必备知识，

同时对学生的逻辑推理能力、直觉思维能力、运

算求解能力、分析与归纳能力，以及问题转化的

数学思想方法提出了较高的要求，区分度较高，

不同程度的学生理性思维的广度和深度得到了

充分展示，可以较好地考查学生的进一步学习的

潜能，为学生解题提供较大的想象空间，对学生

灵活应用所学知识发现问题、分析问题、解决问

题能力，寻找合理的解题策略以及推理论证能力

有较高的要求，具有选拔功能．

第(1)问学生利用函数的导数单调性求函数

的最值进而求解，学生答题较好，满分4分，平均

得分3．06分．第(2)问的解答需要学生正确分析

数学对象与情境之间的关系，通过理解、归纳、抽

象、概括情境本质，合理选择运算方法，设计运算

程序，探索论证思路，选择合适的论证方法予以

证明，并能准确用严谨的数学语言表述论证过

程．暴露出学生答题问题较多，如：①求导等计算

错误，②问题转化能力薄弱，③不能正确的对函
．厂—丁—、——=一 ，数值进行正确的估值，如生上笔世、hf÷1的

大小，④学生解题过程中直觉思维能力有待提
1

升，如不能找到介值的区间端点z。，二等，得分较
“

低，平均1．03分．

5 命题启示

命制模拟试题以《普通高中数学课程标准》、

《中国高考评价体系》为指导，科学确定必备知

识、关键能力、学科素养等考查目标，全面体现考

查基础性、综合性、应用性和创新性，站在学科整

体高度创设数学概念建构、数学知识习得、数学

运算演练、数学推理学习、数学分析、数学探索、

数学实验等数学课程学习情景、探索创新情境，

考查学生在复杂情境中必备知识的掌握程度．以

恰当方式的设问、将解决数学问题所需要的知

识、方法、技能和素养隐含试题之中，尽量以数学

教材例习题为基础，创新试题载体，以数学中核

心概念、性质、法则、定理、定义、公式为背景，自

然合理，引导学生重视必备知识的学习．在问题

的设问上要贴近学生的认识水平，让学生有似曾

相识的感觉，克服畏惧心理，具有层次性，让不同

的学生都有发挥的空间．当然，数学试题的命制，

不可能一蹴而就，要经过反复认真打磨，多人试

做，检验检测效果，提出修正意见，多个回合，最

后形成模拟题．命制数学模拟试题不是为了难倒

学生，而是为了检测复习的学习效果，改进教学，

因此一定要心系学生，立足学生实际，重视学生

心声，精细打磨，控制难度，难要合情合理，新要

不奇不怪．经常命制试题有助于教师准确把握课

程标准、课程内容、学业质量要求，有助于教师理

解数学基础知识、掌握基本技能、感悟数学基本

思想、积累数学基本活动经验，提升自身数学素

养，同时在命题中表现出的用数学的眼光观察客

观世界、用数学思维思考事物、用数学的语言表

述事物的思维品质将传递给学生，并影响学生的

终身发展． ．
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