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培养学生规范数学答题的途径分析①

予J、居国

(南京师范大学附属中学210003)

不少一线的高中数学老师，总是抱怨学生的

解题不规范．学生自己也很苦恼，很多明明会做的

题目在考试中总是做不对或做不全对，特别是在

每年的高考后，绝大部分学生的实际数学得分比

自己估分少了不少，也就是说高中数学解题不规

范的现象普通存在．针对这一现象，本文谈谈培养

学生规范数学答题的途径．

1理解答题的教育价值。树立学生规范数学答题

的观念

能够用精确、简约的数学语言去表达自己的

想法和思考过程是数学素养的特征之一．而高中

数学答题的本质也正是如此．而在解答题的过程

中，往往大部分学生重视的是“对数学题的想法和

思考”，这是片面的，而答题的核心教育价值是“能

够用精确、简约的数学语言去表达的过程”．

从这一教育价值出发，要答好题，须要对“想

法和思考”进行再加工，因此答题是一个比解题更

加全面的过程．要求学生的规范解题，也就是提升

学生的数学综合能力和素养的过程．

解数学题是要遵循严格的规则，从确定的条

件出发，得出正确的结论．解答数学题是一个创作

的过程，创作的一个重要特征是“构思”，不光有正

确的思想，还要有完整的结构，通俗易懂．因此，要

答好题，在思想上要重视，在方法上要引导，在实

践中要严格，通过长时间的坚持从而形成规范的

答题习惯．

规范答题要求逻辑推理严密完整，三段论中

“大前提，小前提，结论”缺一不可，在体现数学思

维的关键处给出充分的关注，要保证解题和答题

的过程中科学性与艺术性的统一，体现出专业化

的水平．例在很多情况下，我们寻找解题思路用的

是分析法，而书写答题过程则用的是综合法，要提

高规范的意识，目标明确，反复实践，形成习惯，反

思总结，螺旋上升，达到自动化的水平．通过适量

的解题实践积累解答题的经验，形成规范答题的

感觉和相对成熟的模式．

要让学生充分认识到答题过程是对“想法和

思考”的再加工，答题是需要学生明白为什么这样

答题的，是要老师示范、引导、鞭策、激励的，不是

全靠学生自然形成的，也就是说答题规范还要需

要通过教学活动来达成的，要运用这一价值观念

作为答题教学的重要依据．

2提升数学的认知水平。培养学生规范数学答题

的能力

一个数学题目总是承载着数学的知识和方

法，体现着数学的本质和思想．通过解题加深对高

中数学中的理解，也就是理解数学的概念、知识、

方法．从而提升数学认知水平．如果学生的数学知

识不完善，概念定理规则不准确，则解题就不可能

规范．因此通过提升数学认知水平，是培养学生规

范数学答题的能力的重要途径之一．

例如，一次高三复习课上遇到这样问题：

已知圆C：(z一1)2+(y一2)2—9，直线z：y

=是z+5．若直线z与圆C交于A，B两点，求

△ABC面积的最大值．

解法一：设么ACB=口，
1 1

则s△AcB一÷r2 sin咿≤÷r 2，
厶 厶

Q

又因为r一3，所以△ABC面积的最大值为÷．
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解法二：设圆心C到直线Z的距离为d，

则s△AcB一÷d·2、何
一√d 2(9一d 2)≤÷，

当且仅当d：娑时，△ABc面积的最大值为导．
解法三：设圆心C到直线z的距离为d，

舢一辫；
因为直线与圆有两个交点，

所以d=裟≤3，解得志≤o，或志≥詈；√志2+1 4

由于s△AcB=÷d·2撕=万

一~／d 2(9一d 2)≤÷，

当且仅当d=等蝴口瓣=等吼
得志：掣或志一芈，
又因为最=生竽≤。且是=生蔓擎巫≥詈，
所以当忌=掣或走一掣时，
△ABc面积的最大值为÷．

从表面上看，这几种解法答案是一样的，好像

全是正确的，前2种解法比较简单，解法三特别麻

烦，那么怎样评价这几种解法呢?问题的焦点是：

是不是一定要说“当愚为何值时”，△ABC面积的

最大值为多少?作为教师我们怎么评判?不妨问

一下：什么叫最大值?它的定义是什么?

回到问题的本源，获得解决问题的依据，提升

学生的数学认知水平，从而提高学生的规范数学

答题的能力．

苏教版必修一中如是说：

一般地，设y=厂(z)的定义域为A．如果存

在z。∈A，使得对于任意的z∈A，都有，(z)≤

厂(z。)，那么称，(z。)为y一，(z)的最大值，记为

y。。。一，(z。)；如果存在z。∈A，使得对于任意的

z∈A，都有，(z)≥，(z。)，那么称厂(z。)为y=

厂(z)的最小值，记为y。。。=厂(z。)．

接着课本例题是求下列函数的最小值：

(1)y=z 2—2z；

1

(2)y=二，z∈[1，3]．
Z

解：(1)因为y—z 2—2z一(z一1)2—1≥

一1，且当z一1时y=一1，所以函数取得最小值

一1，即y。i。=一1．

1

(2)因为对于任意实数z∈[1，3]，都有二≥
Z

1 1 1

÷，且当z=3时，二一÷，所以函数取得最小值
o Z o

1 1

÷，即y。i。一一÷．
o ．)

有不少教师认为，函数的最大值和最小值，不

像函数单调性、奇偶性定义那样抽象，需要分析过

程，详细讲解，反思练习，而只要从字面理解即可，

而对于此例题，则是更简单，只要学生口答一下结

果就行了，有的甚至“滑过”不讲，直接讲解高难度

的例题．其实这种做法是对数学理解不够，更谈不

上提高学生的数学认识水平．

此例题是在定义了函数最大(小)值的定义后

给出的，目的不是要结果，而是通过此题，加深对

概念定义准确、全面的理解，而不是直观字面上的

理解，也是学生要用数学的定义等规则去规范逻

辑化的解题，也说是说一个新的数学对象出现后，

通常通过特殊化的例子达到对概念的理解．定义

中最大值或最小值为厂(z。)，也就是要完整说清

楚：当z=z。，函数，(z)取得最大值或最小值为

厂(z。)，不但定义中是这样的，并且例题中也是给

出了示范．

因此必须写“当忌为何值时”，△ABC面积

的最大值为多少．这是数学定义的要求．高中数学

概念是有限的，而数学题目是无限的，我们可以减

少一点题目而多重视一点概念，使得学生对数学
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概念定义掌握得更加深刻、精确、全面，重视课本

中的概念定义和例题、习题．让学生自觉地用定义

去思考问题，从而提升了学生的数学认知水平，并

成为以后解题的范例，也提高了学生的规范数学

答题的能力．

3揭示解题的思维过程。优化学生规范数学答题

的结构

一个数学题的解答过程，要有良好的规范的

答题结构．从其形态来看是一种外显的、静态的、

物化了的东西，而背后隐藏了知识联系的动态思

维过程．在解题教学过程中，要不断再现隐藏在题

目背后的知识的内在的联系，在此基础上建构合

理的解题结构．如果解题教学脱离学生实际，忽视

过程，被告知获得只是灌输加记忆，没有思维价值

可言，更不能形成规范的答题能力．

解题不能脱离学生的思维起点，不能置学生

的心理、思维过程于不顾，强制学生按照教师提出

的方法、途径去思考和解决问题，而是要充分暴露

学生解题的思维过程．学生经历了曲折的思维过

程，才能获得过程的体验，这种获得与那种被告知

结果的获得有本质的不同，这种获得是思维建构

的过程，学生的思维获得了发展，解答题的结构自

然得到优化．

例如，一个关于向量命题的证明的教学过程

如下：

D

已知0A，0B是平面内不共线的两向量，且
———+———+———+
0C—A0．A+FOB．

求证：A，B，C三点共线的充要条件是A+口一1．

学生的解答如下：

先证充分性．若A+口一1，———+———+———+———■●———●-—卜
则AC—OC—OA—AoA+岸OB—OA

————÷●———+———+

一(A—1)0A+卢0B—pAB，

所以AC，AB共线，所以A，B，C三点共线．

再证必要性．若A，B，C三点共线，

所以存在非零实数￡，使得AB一以C，

即0B一0A一￡(∞一OA)一￡(AoA+肛OB—OA)
————'———+

一f(A一1)oA+地0B，

所以f(A一1)一1，f肚一一1，

所以}(A一1+肛)=0，所以A+肛一1．

所以A，B，C三点共线的充要条件是A+口一1．

从表象上来看，这一证明很规范，该生在测试

中获得满分，估计是老师在批阅试题时，忽视了过

程，仅看了结果，没有深入了解学生解题的思维过

程，特别是其中的一些细节，以致许多答题不规范

的现象被掩盖了．

不妨将解题过程在黑板上或电子屏幕上呈现

出来，让学生反复观察，认真体会每一步过程，师

生共同探讨如下：

l由Ac一卢AB，得Ac，AB共线l

这一步是不精确的．

向量共线定理：如果有一个实数A，使得6一

An(n≠0)，那么6与口是共线向量；反之，6与口

(口≠0)是共线向量，那么有且仅有一个实数A，使

6一An．

因此，须加条件AB≠O．根据向量共线定理，

AC，AB共线；若AB一0，则A，B，C三点重合，

就不合题意了．

IAc，AB共线，所以A，B，c三点共线l

向量共线包括线段平行与共线，与三点共线

是不一样的，因此须加条件线段AC，AB共端点．
————●·————●-————’———+

由oB—oA一￡(A一1)oA+妞0B，

所以f(A一1)一1，驰一一1

为什么?
————+————+————+————÷’

由0B一0A一≠(A一1)oA+￡肛0B得，

OB一0A和f(A一1)0A+啦0B是同一个向量，

又由于0A，0B是平面内不共线的两向量，由平

面向量基本定理得￡(A一1)一1，驰一一1．

通过上述的过程分析，说明学生由于对向量

基本定理和向量共线定理的掌握不完整，因而解

题不规范，通过师生的共同探讨过程，学生加深了

对向量共线定理，平面向量基本定理等内容的认

识，使得解题的结构获得优化．然后师生再共同讨

论：本题的解题结构是怎样的?先证充分性还是必

要性?有哪此关键步骤?每一步要注意什么问题?

教师在课堂上往往是解题方法、解题过程三
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言两语一带而过，不给学生理解的时间和表达自

己理解的机会，也不组织学生讨论，而是让学生花

费大量的时间进行重复性的强化训练，学生就失

去了大量的提升规范答题的机会．上述师生答题

过程的展示，反省解题的过程和答题的规范，可以

使学生对自己的错误观念进行深刻的理性认识，

在剖析产生错误的前因后果的基础上，产生正确

的认识，从而实现认识上的知其然又知其所以然．

4呈现丰富的示范例证。启迪学生规范数学答题

的智慧

对学生解答题的呈现是课堂教学的重要资

源，是书本上所没有的，是第一手的资料，是丰富

的宝藏．因为教学内容是来源于学生的思考成果，

更接近学生实际，更容易被学生接受．这样，学生

解题的视野更宽广，思维会更加深刻，得到的结论

更为丰富而严谨．因此，学生获得的不只是一个公

式、一种方法、一个结论，而是一种主动学习、深入

研究的能力，一种多向思维、合作交流的能力，一

种敢于质疑、勇于创新的科学研究精神，从中启迪

学生规范数学答题的智慧．

例如在一次练习中，同学对如下问题的三种

解法展示如下：

已知函数．厂(z)一生塑，若关于z的方程
厂(z)一z 2—2z+忌有实数解，求实数愚的取值

范围．

解法一：因为厂(z)一生坐，
Z

所以，，(z)一旦二盟掣一二尘竽，
Z Z

当o<z<1时，厂7(z)>o，

当z>1时，厂7(z)<0，

所以厂(z)在(o，1)上单调递增，

在(1，+。。)上单调递减，

当z一1时，厂(z)取得极大值1．

令g(z)一z2—2z+志，

则g(z)的最小值为g(、1)一忌一1．

要使，(z)=g(z)有实数解，则忌一1≤1，即愚≤2，

所以实数是的取值范围为(一o。，2]．

解法二：

由厂(z)一z 2—2z+忌，

得志一些一z z+2z．

令^(z)一些一zz+2z，
Z

则矗7(z)一半一2z+2，
Z

当O<z<1时，^7(z)>0，

当z>1时，矗7(z)<0，

所以矗(z)在(o，1)上单调递增，

在(1，+。。)上单调递减，

当z一1时，^(z)取得极大值2，

所以实数愚的取值范围为(一∞，2]．

解法三：令g(z)一生坐一z z+2z一是，
则g7(z)一!竽一2z+2，

当o<z<1时，g 7(z)>o，

当z>1时，g 7(z)<o，

所以g(z)在(O，1)上单调递增，

在(1，+。。)上单调递减，

当z一1时，g(1)取得极大值2一忌．

当愚>2时，最大值g(1)<0，

函数g(z)的不存在零点，不符合条件5

当忌一2时，l是函数g(z)的一个零点，符合条件；

当志<2时，g(1)一2一惫>o，

因为厂(z)一些，
所以，，(z)一生掣一型竽，
当o<z<1时，，7(z)>0，

当z>1时，．厂7(z)<O，

所以，(z)在(o，1)上单调递增，

在(1，+。。)上单调递减，

当z一1时，，(z)取得极大值1，

即￡坠≤1恒成立．
所以g(z)一!#≥三一≥z+2z一是
≤1一z 2+2z一忌一一(z一1)2+2一忌，

所以g(1+~／3一忌)≤一1<o，

所以g(1)·g(1+∥F百)<o，

又因为函数g(z)在(o，+。。)的图像是不间断的，

所以函数g(z)在(o，+。。)存在零点，符合条件．

综上，实数是的取值范围为(一。。，2]．
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上述不同解法体现了同一数学问题可以从不

同方面加以表征，有的重视言语化，有的重视视角

化；有的重视模式，相互既有联系又有区别．

让学生仔细观察三种方法，比较解答过程，说

出各种解法的优势和不足．

解法一借助图形的直观性，根据两个函数图

像的交点，从而得到关于惫的取值范围，优点直观

简洁，充分体现了数形结合的思想．可以作为填空

或选择题的解法，但作为解答题的答题过程，则是

以图形的直观性取代了推理的过程，是不准确不

完善的．

解法二是通过构造函数，将动态函数问题转

化为静态函数问题，从而通过求函数的值域获得

志的取值范围．这种解法是函数的值域来的突然，

要有正确的推理过程，是的取值范围是函数的值

域与方程．厂(z)=z2—2z+愚有实数解还不一

致，还缺少一步论证过程，因此严谨性还不够．

解法三则是比较长，但规范严谨，每步都有依

据，把方程解的问题转化为函数零点问题．根据零

点存在定理，从而得出是的取值范围．这一种解法

体现了方程解的问题转化为函数零点问题的这一

基本思想，反映了数学的本质．这种解法体现了题

目与重要的数学概念和性质相关，解题方法自然，

具有发展性，表述流畅且好懂等特点．从解题的方

法来讲，具有自然多样，还具有发展性，是规范解

题的示范．

通过上述比较分析，可以帮助学生克服一些

先人为主的观念，只有通过不断的反思和比较，从

不同的解法中引出深刻的思想和全面的认识．根

据题目的具体需要给出规范的答题过程．

总之，培养学生规范数学答题的途径不是一

招一式就能成就的，要师生共同持之以恒，反复实

践．教师要讲好标准，以课本为依据，以高考考试

说明中的解答为示范，规范解好每一题．学生要正

确认识解题的价值，相互学习，借鉴比较，不断的

对自已的答题过程进行反思和总结，从而使自己

规范答题的能力得到提升．做到能够用精确、简约

的数学语言去表达自己对数学的想法和思考的

过程．
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综合性，可以系统应用各种方法对三角函数展开

研究，在基本初等函数的研究中具有代表性．在建

构本单元教材时，人教A版以“研究一个数学对

象的基本套路”为指导，根据三角函数的内容特

点，以圆周运动为主要背景，借助单位圆这一强有

力的“脚手架”，建立三角函数的概念；用几何直观

和代数运算的方法研究三角函数的周期性、奇偶

性、单调性和最大(小)值等性质；以“三角函数的

性质是圆的几何性质(主要是对称性)的直接反

映”为指导，利用圆的几何性质得出三角函数之间

的各种恒等关系；利用三角函数刻画一般周期性

现象的规律，构建数学模型解决实际问题．这样的

内容处理体现了数学的整体性、逻辑的连贯性、思

想的一致性j方法的普适性和思维的系统性，实现

了人教A版一以贯之的教材编写思想：构建系列

化数学活动，引导学生通过对现实问题的数学抽

象获得数学研究对象，构建研究数学对象的基本

路径，发现值得研究的数学问题，探寻解决问题的

数学方法，获得有价值的数学结论，建立数学模型

解决现实问题；充分发挥“一般观念”对数学创新

活动的引导作用，使学生掌握抽象数学对象、发现

和提出数学问题的方法，以实现从“知其然”到“知

其所以然”再到“何由以知其所以然”的跨越，把数

学基本思想、基本活动经验落实在基础知识、基本

技能的教学过程中，使数学学科核心素养真正

落地．
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