
空间角 

1.己知三棱锥𝑃 − 𝐴𝐵𝐶，𝑃𝐴 = 𝑃𝐵 = 𝐴𝐵 = 3，𝐵𝐶 = 4，𝐴𝐶 = 5，D 为 AB 中点． 

(1) 若𝑃𝐶 = 3，求异面直线 PD 与 BC 所成角的余弦值； 

(2)  若二面角𝑃 − 𝐴𝐵 − 𝐶为30°，求 AC 与平面 PAB 所成角的正弦值． 

 

 

 

 

 

 

 

2.如图，四棱锥𝑃 − ABCD中，侧面 PAD 为等边三角形且垂直于底面 ABCD，AB = BC =
1

2
AD，

∠𝐵𝐴𝐷 = ∠𝐴𝐵𝐶 = 90∘，E 是 PD 的中点． 

  (1) 证明：直线CE//平面 PAB； 

  (2) 点 M 在棱 PC 上，且直线 BM 与底面 ABCD 所成角为45∘，求二面角𝑀 − AB − 𝐷的余弦值． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



3.已知四棱锥𝑃 − 𝐴𝐵𝐶𝐷，𝐵𝐶 = 𝐶𝐷 =
1

2
𝐷𝐴，𝐵𝐶//𝐴𝐷，∠𝐴𝐷𝐶 = 90°，P 在底面 ABCD 上的射影是 BD 的中

点 O，𝑃𝐶 = √2． 

(Ⅰ) 求证：直线𝐵𝐷 ⊥平面 POC； 

(Ⅱ) 若𝐵𝐶 = 1，M、N 分别为 PO和 CD 的中点，求直线 MN 与平面 PCD 所成角的正弦值． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4．如图，四棱锥𝑃 − 𝐴𝐵𝐶𝐷的底面是平行四边形，O 是 AD 的中点，𝐵𝑂 = 𝐶𝑂，过 CD 的平面 CDEF 交平

面 PAB 于 EF，𝑃𝐷 ⊥ 𝐸𝐹． 

(1) 证明：𝐴𝐵 ⊥平面 PAD； 

(2) 若𝐴𝐷 = 2𝐴𝐵 = 4，𝑃𝐴 = 𝑃𝐷，点 M 在侧棱 PD 上，且𝑃𝐷 = 3𝑀𝐷，二面角𝑃 − 𝐵𝐶 − 𝐷的大小为
𝜋

4
，求

二面角𝑀 − 𝐴𝐶 − 𝐷的正弦值． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



空间角 

1.己知三棱锥 − ABC， A =  B = AB = 3，BC = 4，AC = 5，D为 AB中点． 

(1) 若 C = 3，求异面直线 PD与 BC所成角的余弦值； 
(2) 若二面角 − AB − C为30°，求 AC与平面 PAB所成角的正弦值． 

【答案】解：(1)取 AC 得中点 E，连结 PE， 

因为 D 为 AB 的中点，所以 DE 为三角形 ABC 的中位线， 

所以𝐷𝐸//𝐵𝐶，则∠𝑃𝐷𝐸为 PD 与 BC 所成的角， 

在三角形PAC中，𝑃𝐴 = 𝑃𝐵 = 𝐴𝐵 = 3，𝑃𝐶 = 3，𝐴𝐶 = 5，所以𝑃𝐸 ⊥ 𝐴𝐶，

又𝐵𝐶 = 4， 

所以𝑃𝐸 =
√11

2
, 𝐷𝐸 = 2, 𝑃𝐷 =

3√3

2
， 

所以cos∠𝑃𝐷𝐸 =
𝑃𝐷2:𝐷𝐸2;𝑃𝐸2

2×𝑃𝐷×𝐷𝐸
=

27

4
:4;

11

4

2×
3√3

2
×2

=
4√3

9
， 

所以 PD 与 BC 所成角的余弦值为
4√3

9
； 

(2)因为𝐴𝐵 = 3，𝐵𝐶 = 4，𝐴𝐶 = 5，所以𝐴𝐶2 = 𝐴𝐵2 + 𝐵𝐶2，所以∠𝐴𝐵𝐶 = 900， 

所以𝐵𝐶 ⊥ 𝐴𝐵，由(1)知：𝐷𝐸//𝐵𝐶，所以𝐷𝐸 ⊥ 𝐴𝐵， 

又𝑃𝐴 = 𝑃𝐵，D 是 AB 的中点，所以𝑃𝐷 ⊥ 𝐴𝐵， 

所以∠𝑃𝐷𝐸为二面角𝑃 − 𝐴𝐵 − 𝐶的平面角，则∠𝑃𝐷𝐸 = 300， 

以 D 为坐标原点，DB 所在直线为 x 轴，建立如图所示的空间直角坐标系𝐷 − 𝑥𝑦𝑧， 

所以𝐴(−
3

2
,0，0)，𝐵(

3

2
,0，0)，𝐶(

3

2
,4，0)，𝑃(0,

9

4
,
3√3

4
)，所以𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (3,4,0), 𝐴𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = (3,0,0), 𝐴𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (

3

2
,
9

4
,
3√3

4
)， 

设平面 PAB 的法向量为�⃗⃗� = (𝑥, 𝑦, 𝑧)，则{ �⃗⃗� ⋅ 𝐴𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 0

�⃗⃗� ⋅ 𝐴𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0
，所以{

3𝑥 = 0
3

2
𝑥 +

9

4
𝑦 +

3√3

4
𝑧 = 0

, 

取𝑦 = 1，则𝑧 = −√3，所以�⃗⃗� = (0,1,−√3)，所以cos < �⃗⃗� , 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ >=
�⃗⃗� ⋅𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗

|�⃗⃗� |⋅|𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗|
=

4

5×2
=

2

5
， 

设 AC 与平面 PAB 所成的角为𝜃，则sin𝜃 = cos < �⃗⃗� , 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ >=
2

5
，即 AC 与平面 PAB 所成的角的正弦值为

2

5
． 



2.如图，四棱锥 − ABCD中，侧面 PAD为等边三角形且垂直于底面 ABCD，AB = BC =
1

2
AD，∠BAD = ∠ABC =

90∘，E是 PD的中点． 

(1)证明：直线CE//平面 PAB； 

(2)点 M 在棱 PC 上，且直线 BM 与底面 ABCD 所成角为45∘，

求二面角 − AB − D的余弦值． 

【答案】解：(1)证明：取 PA 的中点 F，连接 EF，BF， 

因为 E 是 PD 的中点，所以𝐸𝐹//𝐴𝐷，𝐸𝐹 =
1

2
𝐴𝐷， 

又𝐴𝐵 = 𝐵𝐶 =
1

2
𝐴𝐷，∠𝐵𝐴𝐷 = ∠𝐴𝐵𝐶 = 90°，所以𝐵𝐶//𝐴𝐷， 

所以𝐸𝐹//𝐵𝐶, 𝐸𝐹 = 𝐵𝐶， 

所以四边形 BCEF 是平行四边形，可得𝐶𝐸//𝐵𝐹， 

又𝐵𝐹 ⊂平面 PAB，𝐶𝐸 ⊄平面 PAB，所以直线𝐶𝐸//平面 PAB； 

(2)如图所示，取 AD 中点 O，连接 PO，CO， 

由于△ 𝑃𝐴𝐷为正三角形，则𝑃𝑂 ⊥ 𝐴𝐷， 

因为侧面𝑃𝐴𝐷 ⊥底面ABCD，平面𝑃𝐴𝐷 ∩平面𝐴𝐵𝐶𝐷 = 𝐴𝐷，𝑃𝑂 ⊂侧面PAD， 

所以𝑃𝑂 ⊥平面 ABCD，又𝐶𝑂 ⊂平面 ABCD，所以𝑃𝑂 ⊥ 𝐶𝑂． 

因为𝐴𝑂 = 𝐴𝐵 = 𝐵𝐶 =
1

2
𝐴𝐷，且 ， 

所以四边形 ABCO 是矩形，所以𝐶𝑂 ⊥ 𝐴𝐷， 

以 O 为原点，OC 为 x 轴，OD 为 y轴，OP 为 z 轴建立空间直角坐标

系𝑂 − 𝑥𝑦𝑧， 

不妨设𝐴𝐵 = 𝐵𝐶 =
1

2
𝐴𝐷 = 1，则𝑂𝐴 = 𝑂𝐷 = 𝐴𝐵 = 𝐶𝑂 = 1． 

又因为△ 𝑃𝑂𝐶为直角三角形，|𝑂𝐶| =
√3

3
|𝑂𝑃|，所以 ． 

作𝑀𝑁 ⊥ 𝐶𝑂，垂足为 N，连接 BN， 

因为𝑃𝑂 ⊥ 𝐶𝑂，所以𝑀𝑁//𝑃𝑂， 

又𝑃𝑂 ⊥平面 ABCD，所以𝑀𝑁 ⊥平面 ABCD，所以∠𝑀𝐵𝑁即为直线 BM与平面 ABCD 所成的角， 

设𝐶𝑁 = 𝑡，因为 ， 

所以𝑀𝑁 = √3𝑡，𝐵𝑁 = √𝐵𝐶2 + 𝐶𝑁2 = √𝑡2 + 1． 

因为∠𝑀𝐵𝑁 = 45∘，所以𝑀𝑁 = 𝐵𝑁，即√3𝑡 = √𝑡2 + 1，解得𝑡 =
√2

2
， 

所以𝑂𝑁 = 1 −
√2

2
，𝑀𝑁 =

√6

2
， 

所以𝐴(0,−1,0)，𝐵(1,−1,0)，𝑀 (1 −
√2

2
, 0,

√6

2
)，𝐷(0,1,0)， 

则𝐴𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = (1,0,0)，𝐴𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (0,2,0)，𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = (1 −
√2

2
, 1,

√6

2
)． 



设平面 MAB 和平面 DAB 的法向量分别为𝑛1⃗⃗⃗⃗ = (𝑥1, 𝑦1, 𝑧1)，𝑛2⃗⃗⃗⃗ = (𝑥2, 𝑦2, 𝑧2)，  

则{
𝐴𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ · 𝑛1⃗⃗⃗⃗ = 0

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  · 𝑛1⃗⃗⃗⃗ = 0
，即{

𝑥1 = 0

(1 −
√2

2
) 𝑥1 + 𝑦1 +

√6

2
𝑧1 = 0

, 

可取𝑧1 = −2，则𝑛1⃗⃗⃗⃗ = (0,√6,−2)， 

平面 DAB 的法向量可令𝑛2⃗⃗⃗⃗ = (0,0,1)，所以cos⟨𝑛1⃗⃗⃗⃗ , 𝑛2⃗⃗⃗⃗ ⟩ =
𝑛1⃗⃗⃗⃗  ⃗·𝑛2⃗⃗⃗⃗  ⃗

|𝑛1⃗⃗⃗⃗  ⃗||𝑛2⃗⃗⃗⃗  ⃗|
=

;2

√10×1
= −

√10

5
． 

因为二面角𝑀 − 𝐴𝐵 − 𝐷是锐二面角，所以其余弦值为√10

5
． 

3.已知四棱锥 − ABCD，BC = CD =
1

2
DA，BC//AD，∠ADC = 90°，P在底面 ABCD上的射影是 BD的中点 O，

 C = √2． 

(Ⅰ)求证：直线BD ⊥平面 POC： 

(Ⅱ)若BC = 1，M、N分别为 PO 和 CD的中点，求直线 MN与平面 PCD所成角的正弦值． 

【答案】解：(Ⅰ)由于𝑃𝑂 ⊥平面 ABCD，所以𝑃𝑂 ⊥ 𝐵𝐷， 

又𝐵𝐶 = 𝐶𝐷，并且 O 为 BD 的中点，故 C𝑂 ⊥ 𝐵𝐷 

又𝑃𝑂 ∩ 𝑂𝐶 = 𝐷，所以𝐵𝐷 ⊥平面 POC． 

(Ⅱ)连接 ON，PN，过 M作𝑀𝐻 ⊥ 𝑃𝑁，垂足为 H，由于

𝑂𝑁//𝐵𝐶，所以𝐶𝐷 ⊥ 𝑂𝑁． 

而𝑃𝑂 ⊥ 𝐶𝐷，故 CD⊥面 PON，∴ 𝐶𝐷 ⊥ 𝑀𝐻，∴ 𝑀𝐻 ⊥平面 PCD， 

故 MN 与平面 PCD 所成的角为∠𝑀𝑁𝐻， 

由于𝐵𝐶 = 1，𝑃𝐶 = √2，所以𝑃𝑂 =
√6

2
，𝑂𝑁 =

1

2
． 

故𝑃𝑁 =
√7

2
，𝑀𝑁 =

√10

4
， 

由△ 𝑃𝑀𝐻～△ 𝑃𝑂𝑁可得
𝑀𝐻

𝑂𝑁
=

𝑀𝑃

𝑃𝑁
，即𝑀𝐻 =

√42

28
， 

∴ sin∠𝑀𝑁𝐻 =
𝑀𝐻

𝑀𝑁
=

√42

28

√10

4

=
√105

35
∴直线 MN 与平面 PCD 所成角的正弦值为√105

35
． 

 

4.如图，四棱锥𝑃 − 𝐴𝐵𝐶𝐷的底面是平行四边形，O 是 AD 的中点，𝐵𝑂 = 𝐶𝑂，过 CD 的平面 CDEF 交平面

PAB 于 EF，𝑃𝐷 ⊥ 𝐸𝐹． 

(1) 证明：𝐴𝐵 ⊥平面 PAD． 

(2) 若𝐴𝐷 = 2𝐴𝐵 = 4，𝑃𝐴 = 𝑃𝐷，点M在侧棱PD上，且𝑃𝐷 = 3𝑀𝐷，

二面角𝑃 − 𝐵𝐶 − 𝐷的大小为
𝜋

4
，求二面角𝑀 − 𝐴𝐶 − 𝐷的正弦值． 

【答案】证明：(1)因为底面 ABCD 为平行四边形，所以 AB //CD，

𝐶𝐷 ⊄平面 PAB，𝐴𝐵 ⊂平面 PAB，所以𝐶𝐷//平面 PAB， 

因为过 CD 的平面 CDEF 交平面 PAB 于 EF，所以𝐶𝐷//𝐸𝐹 



∴ 𝐴𝐵//𝐸𝐹，因为𝑃𝐷 ⊥ 𝐸𝐹，所以𝐴𝐵 ⊥ 𝑃𝐷． 

因为四边形 ABCD 是平行四边形，O 是 AD 的中点，𝐵𝑂 = 𝐶𝑂，所以△ 𝐵𝐴𝑂 ≌△ 𝐶𝐷𝑂, ∠𝐵𝐴𝑂 = ∠𝐶𝐷𝑂, 

又∠𝐵𝐴𝑂 + ∠𝐶𝐷𝑂 = 180°,所以∠𝐵𝐴𝑂 = ∠𝐶𝐷𝑂 = 90°，所以𝐴𝐵 ⊥ 𝐴𝐷． 

因为𝐴𝐷 ⊂平面 PAD，𝑃𝐷 ⊂平面 PAD，𝐴𝐷 ∩ 𝑃𝐷 = 𝐷，所以𝐴𝐵 ⊥平面 PAD． 

解：(2)由(1)知𝐴𝐵 ⊥平面 PAD，𝐴𝐵 ⊂平面 ABCD， 

∴面𝑃𝐴𝐷 ⊥面 ABCD，设 N 为 BC 的中点，连接 PO，PN， 

∵ 𝑃𝐴 = 𝑃𝐷，∴ 𝑃𝑂 ⊥ 𝐴𝐷，∴ 𝑃𝑂 ⊥ 𝐵𝐶， 

∵ 𝑂𝑁 ⊥ 𝐵𝐶，𝑃𝑂 ∩ 𝑂𝑁 = 𝑂，PO，𝑂𝑁 ⊂平面 PNO， 

∴ 𝐵𝐶 ⊥平面 PNO，𝑃𝑁 ⊂平面 PNO，∴ 𝑃𝑁 ⊥ 𝐵𝐶， 

∴二面角𝑃 − 𝐵𝐶 − 𝐷的平面角为 ，∴ 𝑃𝑂 = 𝐴𝐵 = 2， 

又面𝑃𝐴𝐷 ⊥面 ABCD，面𝑃𝐴𝐷 ∩面𝐴𝐵𝐶𝐷 = 𝐴𝐷，𝑃𝑂 ⊥ 𝐴𝐷，𝑃𝑂 ⊂平面 PAD， 

∴ 𝑃𝑂 ⊥平面 ABCD，又𝑂𝑁 ⊂平面 ABCD，∴ 𝑃𝑂 ⊥ 𝑂𝑁,又由(1)可得𝑂𝑁 ⊥ 𝑂𝐷， 

∴ 𝑂𝑃，OD，ON 两两互相垂直． 

以 O 为原点，ON，OD，OP 方向为 x，y，z轴的正方向，建立空间直角坐标系， 

则𝐴(0,−2,0)，𝐵(2,−2,0)，𝐶(2,2，0)，𝑃(0,0，2)， 

由𝑃𝐷 = 3𝑀𝐷，得𝑀(0,
4

3
,
2

3
)，则𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (2,4，0)，𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = (0,

10

3
,
2

3
)，𝐵𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (−2,2，2)， 

设平面 MAC 的一个法向量�⃗⃗� = (𝑥,y，𝑧)， 

则{
�⃗⃗� · 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 2𝑥 + 4𝑦 = 0

�⃗⃗� · 𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  =
10

3
𝑦 +

2

3
𝑧 = 0

, 

取𝑦 = 1，得�⃗⃗� = (−2,1，−5)， 

又平面 ACD 的一个法向量𝑛1⃗⃗⃗⃗ = (0，0，1)， 

设二面角𝑀 − 𝐴𝐶 − 𝐷为𝜃，则cos𝜃 =
|𝑛1⃗⃗⃗⃗  ⃗·�⃗⃗� |

|𝑛1⃗⃗⃗⃗  ⃗|·|�⃗⃗� |
=

|;5|

1·√30
=

√30

6
 

∴ sin𝜃 =
√6

6
         ∴二面角𝑀 − 𝐴𝐶 − 𝐷的正弦值为√6

6
． 


