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实施同构变换　 构建同构函数　 实现变量分离

∗

福 建 省 厦 门 第 一 中 学

福建省教育学院数学教育研究所
　 　 ３６１００３　 　 王淼生

　 　 【摘　 要】 　 在同时含有指数与对数的导数综合试题中，求解参数的取值范围是一类棘手的问题．倘若直接将变

量分离，不仅过程复杂，而且难度较大．有效地实施一系列同构变换，使得等式或不等式两边结构完全相同．依据结构

特点，构建可控的同构函数．借助函数单调性，实现变量分离，快速解决问题．
【关键词】 　 同构变换；同构函数；变量分离

　 　 对于同时含有指数与对数的导数综合试题，倘若

直接对参数分离，不仅过程复杂，而且难度较大，甚至无

法分离．我们可以有效地实施一系列代数变换（如 ｘ ＝
ｌｎｅｘ，或 ｘ ＝ ｅｌｎｘ），使得等式或不等式两边结构完全相

同，即同构形式：ｆ（ｇ（ｘ）） ≥ ｆ（ｈ（ｘ））．依据结构特征，构
建一个可控的函数 ｆ（ｘ）．借助函数 ｆ（ｘ） 的单调性（如单

调递增），将复杂问题等价转化为 ｇ（ｘ） ≥ ｈ（ｘ），进一步

转化为参数 ａ ≥ φ（ｘ），实现变量 ａ 分离．再利用熟悉的

函数 φ（ｘ） 最值得到 ａ 的取值范围．如果上述 ｇ（ｘ） ≥
ｈ（ｘ） 依然难以分离参数 ａ，我们可以重复上述步骤，将
ｇ（ｘ） ≥ ｈ（ｘ） 再一次实施同构变换得到 ｗ（ｇ１（ｘ）） ≥
ｗ（ｈ１（ｘ）），再借助函数 ｗ（ｘ） 的单调性（如单调递增），
得到 ｇ１（ｘ） ≥ ｈ１（ｘ），进一步转化为 ａ ≥ φ １（ｘ），从而求

出 ａ 的取值范围，问题获得解决．我们把这个过程称为

同构变换，这个新的函数称为同构函数．构建同构函数

是一种重要的思想方法，需要仔细观察其外形结构，深
入剖析其本质属性，有利于培养学生敏锐的观察能力、
丰富的想象能力、灵活的构造能力和高超的创造能力．
１　 呈现经典案例

（１） 在选择题中

案例 １　 对任意 ｘ ＞ ０， 恒有 ａ（ｅａｘ ＋ １） ≥

２ ｘ ＋ １
ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｌｎｘ，则实数 ａ 的最小值为（　 　 ）．

Ａ． １
ｅ２ 　 　 Ｂ． ２

ｅ２ 　 　 Ｃ． １
ｅ
　 　 Ｄ． ２

ｅ
剖析 　 直接将实数 ａ分离，难度较大，于是实施以

下同构变换：

ａ（ｅａｘ ＋ １） ≥ ２ ｘ ＋ １
ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｌｎｘ（两边同乘以 ｘ）

⇔ａｘ（ｅａｘ ＋ １） ≥ ２（ｘ２ ＋ １）ｌｎｘ
（逆用对数运算法则）

⇔ａｘ（ｅａｘ ＋ １） ≥ （ｘ２ ＋ １）ｌｎｘ２

（利用 ａｘ ＝ ｌｎｅａｘ）
⇔（ｅａｘ ＋ １）ｌｎｅａｘ ≥ （ｘ２ ＋ １）ｌｎｘ２ ． （∗）
由于（∗） 式两边结构相同，于是构建同构函数：

ｆ（ｔ） ＝ （ｔ ＋ １）ｌｎｔ，因此（∗） 式等价于 ｆ（ｅａｘ） ≥ ｆ（ｘ２）．
求导可得 ｆ（ｔ） 在 ｔ ∈ （０， ＋ ∞） 上单调递增，至此

实现了变量分离：

ｅａｘ ≥ ｘ２⇒ａｘ ≥２ｌｎｘ⇒ ａ
２

≥ ｌｎｘ
ｘ
．

显然，ｙ ＝ ｌｎｘ
ｘ

是熟悉的函数，求导可得该函数最大

值为
１
ｅ
，即 ａ

２
≥ １

ｅ
，则 ａ ≥ ２

ｅ
，因此答案为 Ｄ．

（２） 在填空题中

案例 ２　 存在 ｘ∈（１， ＋∞），使得关于 ｘ的不等式 ｘ
＋ ｋｌｎｘ ＋ ｅ －ｘ ≥ ｘｋ 成立，则实数 ｋ 的取值范围为 ．

剖析 　 直接将实数 ｋ 分离，难度较大，于是实施

以下同构变换：
ｘ ＋ ｋｌｎｘ ＋ ｅ －ｘ ≥ ｘｋ⇔ｘ ＋ ｅ －ｘ ≥－ ｋｌｎｘ ＋ ｘｋ

（利用 ｘｋ ＝ ｅ －（ －ｋｌｎｘ））
⇔ｘ ＋ ｅ －ｘ ≥ （ － ｋｌｎｘ） ＋ ｅ －（ －ｋｌｎｘ） ． （∗）
由于（∗） 式两边结构相同，于是构建同构函数：

ｆ（ｘ） ＝ ｘ ＋ ｅ －ｘ，因此（∗） 式等价于 ｆ（ｘ） ≥ ｆ（ － ｋｌｎｘ） ．
求导可得 ｆ（ｘ） 在 ｘ ∈ （１， ＋ ∞） 上单调递增，至

此实现了变量分离：ｘ ≥－ ｋｌｎｘ⇒ － ｋ ≤ ｘ
ｌｎｘ

．

显然，ｙ ＝ ｘ
ｌｎｘ

是熟悉的函数，求导可得该函数最小

值为 ｅ，即 － ｋ ≤ ｅ， 故实数 ｋ 的取值范围为 ｋ ≥－ ｅ．
（３） 在解答题中

０３
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案例 ３　 已知函数 ｆ（ｘ） ＝ ａｅｘ－１ － ｌｎｘ ＋ ｌｎａ．
（Ⅰ） 当 ａ ＝ ｅ 时，求曲线 ｙ ＝ ｆ（ｘ） 在点（１，ｆ（１））

处的切线与两个坐标轴围成的三角形的面积；
（Ⅱ） 若 ｆ（ｘ） ≥ １，求 ａ 的取值范围．
剖析 　 略去（Ⅰ） 的解答过程．对于（Ⅱ），直接将

实数 ａ 分离，难度较大，于是实施以下同构变换：
ａｅｘ－１ － ｌｎｘ ＋ ｌｎａ ≥ １（利用 ａ ＝ ｅ ｌｎａ）
⇔ｅ ｌｎａ·ｅｘ－１ － ｌｎｘ ＋ ｌｎａ≥１（利用指数运算法则）
⇔ｅ ｌｎａ＋ｘ－１ － ｌｎｘ ＋ ｌｎａ ≥ １（适当凑配变形）
⇔ｅ ｌｎａ＋ｘ－１ ＋ （ｌｎａ ＋ ｘ － １） ≥ ｘ ＋ ｌｎｘ（利用 ｘ ＝ ｅ ｌｎｘ）
⇔ｅ ｌｎａ＋ｘ－１ ＋ （ｌｎａ ＋ ｘ － １） ≥ ｅ ｌｎｘ ＋ ｌｎｘ．　 （∗）
由于（∗） 式两边结构相同，于是构建同构函数：

ｇ（ｘ） ＝ ｅｘ ＋ ｘ，因此（∗） 式等价于 ｇ（ｌｎａ ＋ ｘ － １） ≥
ｇ（ｌｎｘ） ．

求导可得 ｇ（ｘ） 在 ｘ ∈ （０， ＋ ∞） 上单调递增，至
此实现了变量分离：

ｌｎａ ＋ ｘ － １ ≥ ｌｎｘ⇒ｌｎａ ≥ ｌｎｘ － ｘ ＋ １．
显然，ｈ（ｘ） ＝ ｌｎｘ － ｘ ＋ １ 是熟悉的函数．求导可得

该函数最大值为 ０，即 ｌｎａ ≥ ０，故 ａ ≥ １．
案例 ４　 已知函数 ｆ（ｘ） ＝ ｅ －ｘ ＋ ｘｌｎｘ ＋ ａｘ２ ＋ ｂｘ，曲

线 ｙ ＝ ｆ（ｘ） 在（１，ｆ（１）） 处的切线方程为

ｙ ＝ ２ － １
ｅ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｘ ＋ ２

ｅ
－ ２．

（Ⅰ） 求 ａ 与 ｂ 的值；
（Ⅱ） 证明：函数 ｆ（ｘ） 有唯一的极值点，且极值为 ０．
剖析 　 对于（Ⅰ） 来说，可以求出 ａ ＝ １，ｂ ＝ － １．对

于（Ⅱ） 来说，由（Ⅰ） 可得

ｆ（ｘ） ＝ ｅ －ｘ ＋ ｘｌｎｘ ＋ ｘ２ － ｘ⇒ ｆ ′（ｘ） ＝ ｌｎｘ ＋ ２ｘ － ｅ －ｘ ．
不难发现ｆ ′（ｘ） ＝ ｌｎｘ ＋ ２ｘ － ｅ －ｘ 为单调递增函数．

当 ｘ →＋ ∞ 时，ｆ ′（ｘ） →＋ ∞；当 ｘ → ０ ＋ 时，ｆ ′（ｘ） →
－ ∞，注意到函数ｆ ′（ｘ） ＝ ｌｎｘ ＋ ２ｘ － ｅ －ｘ 的图象连续不

断，依据零点存在定理可知存在唯一的 ｘ０ ∈ （０，
＋ ∞），使得ｆ ′（ｘ０） ＝ ０，则有

ｌｎｘ０ ＋ ２ｘ０ － ｅ －ｘ０ ＝ ０ ①
⇒ｌｎｘ０ ＋ ｘ０ ＝ ｅ －ｘ０ － ｘ０ ． ②
事实上，当 ｘ ∈ （０，ｘ０） 时，ｆ ′（ｘ） ＜ ０，则 ｆ（ｘ） 在

ｘ ∈ （０，ｘ０） 上单调递减；当 ｘ ∈ （ｘ０， ＋ ∞） 时，ｆ ′（ｘ）
＞ ０，则函数 ｆ（ｘ） 在 ｘ∈（ｘ０， ＋ ∞） 上单调递增，因此

ｘ０ 是函数 ｙ ＝ ｆ（ｘ） 唯一极值点，且取得极小值为

ｆ（ｘ０） ＝ ｅ －ｘ０ ＋ ｘ０ ｌｎｘ０ ＋ ｘ２
０ － ｘ０ ． ③

③ 式较为复杂，必须化简．该如何化简呢？
由 ① 式可得 ｅ －ｘ０ ＝ ｌｎｘ０ ＋ ２ｘ０ 并代入 ③ 式得到

ｆ（ｘ０） ＝ （ｌｎｘ０ ＋ ２ｘ０） ＋ ｘ０ ｌｎｘ０ ＋ ｘ２
０ － ｘ０

⇒ｆ（ｘ０） ＝ （ｌｎｘ０ ＋ ｘ０）（ｘ０ ＋ １） ．
由于 ｘ０ ∈ （０， ＋ ∞），则 ｘ０ ＋ １ ＞ ０，以下只要证

明：ｌｎｘ０ ＋ ｘ０ ＝ ０ 即可．

针对上述 ② 式，我们实施以下同构变换：
ｌｎｘ０ ＋ ｘ０ ＝ ｅ －ｘ０ － ｘ０⇔ｌｎｘ０ ＋ ｘ０ ＝ ｅ －ｘ０ ＋ （ － ｘ０）

（利用 ｘ０ ＝ ｅ ｌｎｘ０）⇔ｅ ｌｎｘ０ ＋ ｌｎｘ０ ＝ ｅ －ｘ０ ＋ （ － ｘ０） ． ④
由于 ④ 式两边结构相同，于是构建同构函数：

ｇ（ｘ） ＝ ｅｘ ＋ ｘ， 于是上述 ④ 式等价于 ｇ（ｌｎｘ０） ＝
ｇ（ － ｘ０） ．

求导可得函数 ｇ（ｘ） 在 ｘ ∈ （０， ＋ ∞） 上单调递

增，由此得到 ｌｎｘ０ ＝ － ｘ０⇒ｌｎｘ０ ＋ ｘ０ ＝ ０．
２　 一组训练试题

训练题 １　 设实数 λ ＞ ０，若对任意 ｘ ∈（０，＋ ∞），

不等式 ｅλｘ － ｌｎｘ
λ

≥０恒成立，则 λ 的最小值为（　 　 ）．

Ａ． １
ｅ
　 　 Ｂ． １

２ｅ
　 　 Ｃ． ２

ｅ
　 　 Ｄ． ３

ｅ
提示 　 由同构变换得到（λｘ）ｅλｘ ≥ ｌｎｘｅ ｌｎｘ ．构建

同构函数：ｆ（ｘ） ＝ ｘｅｘ，利用函数 ｆ（ｘ） 在 ｘ ∈ （０，＋ ∞）

上单调递增得到 λｘ ≥ ｌｎｘ⇒λ ≥ ｌｎｘ
ｘ

（实现了变量分

离）⇒λ ≥ ｌｎｘ
ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｍａｘ
＝ １

ｅ
．

训练题 ２　 对任意 ｘ∈（０， ＋∞），都有 ｋ（ｅｋｘ ＋ １） －

１ ＋ １
ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｌｎｘ ＞ ０，则实数 ｋ 的取值范围为 ．

提示 　 由同构变换得到（ｅｋｘ ＋ １）ｌｎｅｋｘ ＞ （ｘ ＋
１）ｌｎｘ．构建同构函数：ｆ（ ｔ） ＝ （ ｔ ＋ １）ｌｎｔ，利用函数 ｆ（ ｔ）
在 ｔ ∈ （０， ＋ ∞） 上单调递增得到

ｅｋｘ ≥ ｘ⇒ｋｘ ≥ ｌｎｘ⇒ｋ ≥ ｌｎｘ
ｘ

（实现了变量分离）

⇒ｋ ≥
ｌｎｘ
ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｍａｘ
＝ １

ｅ
．

训练题 ３　 已知函数 ｆ（ｘ） ＝ ｅｂｘ

ａｘ
在 ｘ ＝ ２ 处取得极

值为
ｅ
２
．

（Ⅰ） 求函数 ｆ（ｘ） 的单调区间；
（Ⅱ） 若 不 等 式 ｘ２ ｆ（ｘ） ≥ ｋｘ ＋ ｌｎｘ ＋ １ 在

ｘ ∈ （０， ＋ ∞） 上恒成立，求实数 ｋ 的取值范围．
提示 　 对于（Ⅰ） 来说，可得 ａ ＝ １，ｂ ＝ ０．５，可知

函数 ｆ（ｘ） 单调增区间为（２， ＋ ∞）；单调减区间为

（ － ∞，０），（０，２） ．对于（Ⅱ） 来说：

ｘ２ ｆ（ｘ） ≥ ｋｘ ＋ ｌｎｘ ＋ １ ⇒ｘｅ
ｘ
２ ≥ ｋｘ ＋ ｌｎｘ ＋ １⇒

ｋ ≤ ｅ
ｘ
２ － １ ＋ ｌｎｘ

ｘ
．

构造函数 ｇ（ｘ） ＝ ｅ
ｘ
２ － １ ＋ ｌｎｘ

ｘ
，则 ｋ ≤ ｇ （ｘ）ｍｉｎ ．

１３
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求导可得 ｇ′（ｘ） ＝

１
２
ｘ２ｅ

ｘ
２ ＋ ｌｎｘ

ｘ２ ．

再构造函数 ｈ（ｘ） ＝ １
２
ｘ２ｅ

ｘ
２ ＋ ｌｎｘ， 求导可得

ｈ′（ｘ） ＝ ｘ １ ＋ １
４
ｘæ

è
ç

ö

ø
÷ ｅ

ｘ
２ ＋ １

ｘ
＞ ０ 恒成立，即 ｈ（ｘ） 在

ｘ ∈ （０， ＋ ∞） 单调递增．注意到：当 ｘ →＋ ∞ 时，
ｈ（ｘ） →＋ ∞；当 ｘ→０ ＋ 时，ｈ（ｘ） →－ ∞ ．依据零点存

在定理并结合单调性可知函数 ｈ（ｘ） 在 ｘ ∈ （０，
＋ ∞） 上存在唯一的零点 ｘ０，使得当 ｘ∈（０，ｘ０） 时，
ｈ（ｘ） ＜ ０，即 ｇ′（ｘ） ＜ ０，则 ｇ（ｘ） 在 ｘ ∈ （０，ｘ０） 上

递减；当 ｘ∈（ｘ０， ＋∞） 时，ｈ（ｘ） ＞ ０，即 ｇ′（ｘ） ＞ ０，
则 ｇ（ｘ） 在 ｘ ∈ （ｘ０， ＋ ∞） 上递增，则有

ｋ ≤ ｇ（ｘ）ｍｉｎ ＝ ｇ（ｘ０） ＝ ｅ
ｘ０

２ －
１ ＋ ｌｎｘ０

ｘ０
． ①

实施以下同构变换：由上述分析可知

ｈ（ｘ０） ＝ ０⇔ １
２
ｘ２
０ｅ

ｘ０
２ ＋ ｌｎｘ０ ＝ ０⇔ １

２
ｘ０ｅ

ｘ０
２ ＋

ｌｎｘ０

ｘ０

＝

０（两边同除以 ｘ０）⇔
１
２
ｘ０ｅ

ｘ０
２ ＝ －

ｌｎｘ０

ｘ０
（移项） ⇔

１
２
ｘ０ｅ

ｘ０
２ ＝

ｌｎ １
ｘ０

ｘ０
（变形）⇔ １

２
ｘ０ｅ

ｘ０
２ ＝ ｌｎ １

ｘ０
· １

ｘ０
（再变

形）⇔ １
２
ｘ０ｅ

ｘ０
２ ＝ ｌｎ １

ｘ０
ｅｌｎ

１
ｘ０ ． ②

由于 ② 式两边结构相同，据此构建同构函数：

φ（ｘ） ＝ ｘｅｘ， 因此上述 ② 式等价于 φ １
２
ｘ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

φ ｌｎ １
ｘ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

求导可得函数 φ（ｘ） 在 ｘ∈（０， ＋ ∞） 上单调递

增，于是得到（类似于变量分离）
１
２
ｘ０ ＝ ｌｎ １

ｘ０
⇒ｅ

ｘ０
２ ＝ １

ｘ０
，ｌｎｘ０ ＝ － １

２
ｘ０ ． ③

将 ③ 式代入上述 ① 式得到

ｋ ≤ ｇ （ｘ）ｍｉｎ ＝ ｇ（ｘ０） ＝ ｅ
ｘ０
２ －

１ ＋ ｌｎｘ０

ｘ０

＝ １
ｘ０

－
１ － １

２
ｘ０

ｘ０

＝ １
２
．

３　 反思同构过程

３．１　 直接构建函数 　 难以继续推进

案例 １ 作为选择题压轴题，源自 ２０２０ 届厦门一

中高三质检试题，大部分学生直接构造函数 ｆ（ｘ） ＝

ａ（ｅａｘ ＋ １） － ２ ｘ ＋ １
ｘ
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÷ ｌｎｘ；案例 ２ 作为填空题压轴

题，由一道质检试题改编而来，学生基本都是直接构

造函数 ｆ（ｘ） ＝ ｘ ＋ ｋｌｎｘ ＋ ｅ －ｘ － ｘｋ；案例 ３源自 ２０２０年

新高考全国 Ⅰ 卷导数压轴题，考生也是直接构造函

数 ｇ（ｘ） ＝ ａｅｘ－１ － ｌｎｘ ＋ ｌｎａ － １．由于所构造的函数中

同时含有指数、对数及参数，不仅求导过程复杂，而
且难以继续推进，大部分考生产生畏惧情绪，导致最

终无奈放弃．
３．２　 同构变换“搭台” 　 同构函数“唱戏”

从上述案例 １、案例 ２、案例 ３、案例 ４ 及训练题

１、题 ２、题 ３ 的剖析过程，不难发现其同构变换主要

手段为 ｘ ＝ ｌｎｅｘ（案例 １、训练题 ２） 与 ｘ ＝ ｅｌｎｘ（案例 ２、
案例３、案例４、训练题１、题３），实现同构变换后所构

造的同构函数都是常见的、熟悉的函数，即 ｘ 与 ｌｎｘ

或 ｘ 与 ｅｘ 的简单组合，比如构造函数：ｙ ＝ ｌｎｘ
ｘ

（案例

１、题 １、题 ２）；ｙ ＝ ｘ
ｌｎｘ

（案例 ２）；ｙ ＝ ｌｎｘ － ｘ（案例 ３）；

ｙ ＝ ｘｌｎｘ；ｙ ＝ ｘ
ｅｘ ；ｙ ＝ ｅｘ

ｘ
；ｙ ＝ ｘｅｘ；ｙ ＝ ｘ ＋ ｅｘ，等等．这些

函数是基本的、可控的函数，实现了由复杂到简单、
陌生到熟悉、难以把握到可控．
３．３　 反思同构过程 　 追寻命题规律

解题是为了追寻命题专家命题的规律，那么专

家是如何命制上述试题的呢？ 其实，专家命题的过

程正好是上述解答过程的逆过程，以案例 １ 为例：专
家首先设定一个看似简单的单调函数：ｆ（ ｔ） ＝ （ ｔ ＋
１）ｌｎｔ，然后将参数“添加” 进去：ｆ（ｅａｘ） ≥ ｆ（ｘ２） ．这正

是前言中的“ ｆ（ｇ（ｘ）） ≥ ｆ（ｈ（ｘ））”，此处 ｇ（ｘ） ＝ ｅａｘ，
ｈ（ｘ） ＝ ｘ２ ．于是得到（ｅａｘ ＋ １）ｌｎｅａｘ ≥ （ｘ２ ＋ １）ｌｎｘ２ ．

借助 ｘ ＝ ｌｎｅｘ，或 ｘ ＝ ｅｌｎｘ 等变换得到 ａｘ（ｅａｘ ＋ １）
≥ ２（ｘ２ ＋ １）ｌｎｘ．

然后再通过移项、两边加减同乘除等一系列基

本的代数四则运算得到原题：

ａ（ｅａｘ ＋ １） ≥ ２ ｘ ＋ １
ｘ
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如果命题专家有意增加难度，只要将此处的函

数 ｇ（ｘ） 与 ｈ（ｘ） 表达式变得复杂一些，甚至有时“故
意” 把表达式中的次序“打乱”，于是一道又一道妙

不可言的试题就呈现在我们面前．
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