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一、填空题(每小题6分，共60分)

1．已知复数彳满足

1名一1 J=l彳一i I．

若z一生{为正实数，则彳=一
2．已知

八戈)=3cos(∞忧+9)(09>0，19I<丁c)．

若“等)=0，厂(警)=3，_ELf(戈)的最小

正周期大于2丁c，则9=一3．已知[戈]表示不超过实数戈的最大整

数，集合

A={戈l戈2一戈一6<0}，

B={戈12x2—3[石]一5=o}．

则A fIB=一4．已知函数f(戈)是定义在R上的偶函

数，且对任意实数戈，均有f(x+1)=厂(1一石)

成立，当1≤戈≤2时，火戈)=In戈．若关于戈的

方程八戈)+ax一1=0在戈∈[3，5]上有两个

不相等的实数根，则a的取值范围是一5：设F1、R为

双曲线c：与一鲁=1(口>o，b>o)

的左、右焦点，过R的直线Z与双曲线C的

右支交于A、曰两点，且

4F1·AF2=0，F2B+2BA=0．

则双曲线c的离心率为一6．在以凸18边形的顶点为顶点构成的

三角形中，任取一个三角形，则所取的三角形

与该18边形无公共边的概率为——。
7．如图1，在正方体ABCD—Al曰lClDl

中，点E、F、p分别在棱似1、A1D1、D1C1上，E
为似。的中点，

DLF DIG 1

D1A1一D1 c1—3。4，
记平面EFG与

平面A181 CD的交线 E

为m．则直线m与平

ABCD所成角的正
A

切值为一
B

图1

C1

C

8．已知口、6、c、d为正数，且

a+20b=c+20d=2．

则三+南的最小值为一
9．已知实数／Tt满足当关于石的实系数

一元二次方程ax2+如+C=0有实根时，

(a—b)2+(b—c)2+(C—o)2>Ima2

总成立．则111,-的最大值为——-．
10．设正整数n为合数，f(11,)为n的最

小的三个正约数之和，g(17,)为11,的最大的两

个正约数之和．若g(n)=厂3(n)，则n的所有

可能值为——．．
二、解答题(每小题20分，共100分)

11．已知数列{a。}满足：

a1=1，a2 2 5，

2 4a
1

a Fb∈Z+)．n+ n+
一 玎L ∈厶+，·

(1)求数列{口。}的通项公式；

(2)设6n 2

i若，t是数列{6n}的前n
项的和，证明：L<了-9．

．，2 ．，2

12．已知椭圆c：与+鲁=1(o>b>0)的
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离心率为÷，右焦点F到直线石一Y+2=0的
二

距离为．2在，AnA：分别为椭圆c的左、右
顶点．

(1)求椭圆C的方程．

(2)过点F的直线Z与椭圆C交于4、B

两点(点A在戈轴上方)，丁为直线4。4、A：B

的交点．当点丁的纵坐标为6扫时，求直线z
的方程．

13．如图2，在△ABC中，AB<AC，△ABC

的内切圆o，与边BC、CA分别切于点D、E，

联结4，并延长，与△ABC的外接圆00交于

点Ⅳ，联结ND、NO并延长，分别与00交于

点G、M，联结GE并延长，与00交于点F
M久／

蕊愈
划． ／／

』V

图2

证明：(1)／k NIG∽△NDI；

(2)MF／／AC．

14。已知／．(石)=(石2+(a一1)戈+1)e“．若

以戈)+e2 i>0恒成立，求实数a的取值范围。

15．将一个2 020×2 020方格表的每个

格染黑、白两种颜色之一，满足以下条件：方

格表中的任意一个格A，它所在的行与列的

所有格中，与A异色的格多于与A同色的格．

证明：染色后，方格表中每行、每列两种颜色

的格一样多．

参考答案

一、1．2+2 i．

由题意，知名的实部与虚部相等．

设名=戈+戈i(蔸∈R)．贝0
z一6 5

彳一i=了-'Z一1+i二了

=戈+戈i一1+志"4-1菇 戈 一l

=(x-1)+石i+三{毒帮
=(x-1)+瓦5(而x-1)≯+(戈一瓦5 x)i。
由名一等为正实数知

三一l(x-1)+器>O，且一南。0·
解得戈兰2．

因此，彳=2+2 i．

2。一害．

由曩斡o，一半)=3，得
)丁c ， 丁亡

i■+9 2后兀+虿，

挚+9=2呱 ①

其中，忌、m．∈z；

两式相减得

荨∞_2眦“卜詈

j∞=詈(2m一无一号)(m、尼∈z)。
y．f(x)的最小正周期大于2兀，得
，'”

竺>27c j 0<03<1。

则o<詈(2m一庇一丢)<·
j丢<2m一而<手．
由m、k∈Z，得2m一而=1．

从而，∞：昙．

将∞=詈代入式①得

9=2舰一等(m∈z)．
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结合l 9 l<兀，得9=一害．

3．{_1，孚)．
易知，A=(一2，3)．

若戈∈A，贝0[彤]=一2，一1，0，1，2．

当[石]=一2时，若戈∈B，则
2x2+6—5=O．

戈不存在．

当[戈]=一1时，若戈∈B，则

222+3—5=0=亨石=±1．

经检验，戈=1不符合要求，戈=一1符合

要求．

当[戈]=0时，若石∈B，则

2戈2一。一5：0号石：±华，
均不符合要求．

当[咒]=1时，若戈∈B，则

2x2—3—5=O=亨菇=±2。

均不符合要求．

当[戈]=2时，若石∈B，则

2菇2—6—5：0 j戈：±华．
／01 ／O，、

经检验，戈=二半符合要求，戈=一_、／z-,z,个T
符合要求．

古k A nB={_1，华ZI,)。L J

4．(半，÷]
如图3，分另0作出函数Y=厂(菇)与Y II

一倒+1的图像，其中，P(O，1)，G(丢，o)．
-y

上
—、’-，一

／ ＼／弋℃7s≮ 。

一1 O 1 2 3 4 5百～三

图3

由图像，知当

f也-4a“+1≥<。In 2‘卿T1-ln 2<。≤土5I一5口+l，≥o
旷”‘

4 一、

时，两函数图像在戈∈[3，5]上有两个不同

的交点．

故口的取值范围是(L{监，÷]．

5。华．
如图4，设lAF2 I=t．

依题意有

BF、I=2t，

IABI=3t．

IAFl I=2a+t，

IBFl I=2a+2t．—}————-_
由AFl·AR=0

j AF，上4B．

∑÷ f球
广’

0四孑

Ⅻ
B＼

图4

．．『IAFl 2+14R 2=I F1R 2，

则{IAF：I z+lA曰1 z：I F，二l：。IAF，I 2+lA曰J 2=I F，B
2

『(2a+t)2+t2=(2c)2，

【(2a+t)2+(3t)2=(2a+2t)2

j￡：了2。，c：华口

j e：华．

6．装．
以凸18边形的顶点为顶点的三角形个

数为ci。．
对于凸18边形的任意一个顶点4，要取

与凸18边形无公共边的三角形的一个顶点，

则三角形的另两个顶点B、C不能为顶点A

在凸18边形中的两条边的另两个顶点，只是

其他15个顶点中的不相邻的两个顶点，共有

c毛一14种不同的选取方法．故与原凸18边

形碰涔边的三角獭砖×18(c毛-14)．
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因此，所求的概率为

了1×18(C；5—14)91

——瓦一2丽‘
7．簪．
如图5，设A，D

与EF的交点为P．

延长GF、B】A1交于

点Q，则PQ为平面

EFG与平面A】B1CD

的交线，设其为m．

不妨设正方体

棱长为3，则由

D1 G

A B

图5

C1

C

箬：筹：百1 j A1Q：A1F：2．
D，A， D，C， 3

Y

作朋上A，D，于点日，则
册上平面A181C1D1．
联结QH，则么PQH为直线PQ与平面

A，B，C，D，所成的角．

设P日=％．则A1H=菇．

t PH FH ．％ 2一％
．

6

由面2一FAl j丁2丁j石2了‘
2

故QH2=QA；+A。酽=22+(等)2
j QH=2—,_=／3-虿一．

劬n么PQ日=器=等．
由平面A曰cD∥平面A。B。C1D1，知直线

PQ与平面A181ClDl、平面ABCD所成角相

等．从而，直线m与平面A曰CD所成角的正切

值为等．
8．等．
由条件知

o<cd=丽1⋯20d≤嘉(型笋)2=丽1．

则丢+巍1>i1+2百0

=虿1【i1+警卜20b)2虿l i+i)(¨

=1(401+2了0b+2丁0a)
】 ／

≥寺l 401+
二I

441

—2’

当且仅当c：20d且婴：2_0a，即
a o

， 2 1

”6=者，c_1，d 2盍
时，上式等号成立．

故三+．毛的最小值为华．
a DCa 么

9·亏·

设乒：堕塑上堕≠∑止丛，其
中，口、b、C为实数，a≠0．

当方程ax2+bx+C=0有实根时，设其

两个根为石。、石：．

由韦达定理知

b c

戈1帆2 2一i’戈l戈2
2

i‘

则卢：堕型!坠≯∑止丛

=(1一导)2+(导一詈)2+(詈一·)2
=(1+戈1+戈2)2+(一戈1一戈2一戈1戈2)2+

(戈1石2—1)2

=2(戈；+石1+1)(石；+戈2+1)

≥2×丢×；=詈，
当且仅当戈l=石2—12，即口=6=4c≠0时，
上式等号成立．

故P的最小值为詈．
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从而，m的最大值为吾·
10．144．

设正整数n满足条件．

显然，n的最小、最大的正约数分别为1、

n．设P为n的最小素因子，则n的第--fj,、第

二大的正约数分别为p、旦．
p

对于n的第--IJ、的正约数，有以下两类

情况：

(1)若第三小的正约数为P2，则

p2 n，八n)=1+p+p2，g(孔)=n+詈．

由p2 In，知g(n)=n+詈为p的倍数，有
g(n)-0(modP)．

又八n)=1+p+p2三1(rood P)，

厂3(孔)三1(roodP)，

于是，g(n)≠丁3(n)，与条件不符．

(2)若第三小的正约数是某一素数q

(g>p)，则

八n)=1+p+q三1+p(rood q)，

／3(n)三(1+p)3(rood q)．

pqln，知g(n)=n+詈为g的倍数，有
g(n)-0(mod g)．

于是，(1+p)3-=0(rood q)．

由g为素数，知g l(1+p)．

于是，P<g≤1+p，符合条件的素数队g

只有P=2，q=3．此时，

以n)=6，g(n)=娑．

由g(n)=厂3(n)，得

—3丁n=63 j儿：144．

经验证，n=144符合要求．

故儿的所有可能值为n=144．

二、11．(1)由o。+2=4a。+l一3口。，得

o。+2一o。+1=3(o。+1一o。)．

又o：一。。=4≠o，则数列{。。+。一口。}为

等比数列．

于是，o。+1一o。=4×3“一1．

进而，n≥2时，

o。=(口。一oⅡ一1)+(o。一1一o。一2)+⋯+

(02一日1)+01

：4×38—2+4×38—3+⋯+4+1=警+·
=2×3”～一1．

又n=1时，2×3“一1—1=1=口1．

从而，对于一切正整数n，均有

o。=2×34—1—1．

(2)由(1)知

， 38
Dn 2—。na—n+I

3乃

一(2×38—1—1)(2×3“一1)=寻(2南3 1—2熹3j1)．一4 l × 8—1一 × ”一 』．

贝0咒=b1+62+⋯+6。

=甜一2志3 1)+～’—一l上4＼1 × 一厂

三4 ft2志3 1—2囊3{)”·+× 一 × 2—1，。

手(2志3 1—2嘉3 j)4 I × “一1一 × 4—1 J

=寻(·一嘉i)<百32 3
．

4＼ ×”一1／、4。

12．(1)由右焦点F(c，0)到戈一Y+2=0

的距离为2厄，知

堕罢堕：2拉．
√Z

结合C>O，得C=2．

又椭圆的离心率为丢，于是，
o：2c：4．6：2．厅．
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故椭圆C的方程为惫+茜=1．
(2)如图6．

易知，直线2的斜率

不为O，设Z：菇=my+2．

联立椭圆C及直线f

的方程得

(3m2+4)俨+

12my一36=0． ①

衫_夕
A弋 ～Az+。

—／B

故方程①的判别式 图6

A>0，有两个不相等的实根．

设a(x。，Y。)，B(x：，毙)．则

一12m 一36

Y1+弘23—m2—+4，YlY2 23—m2—+4‘
设丁(t，6掺)．

由A¨4、丁三点共线得

鱼鱼二：Q一型
￡+4 一戈1+4

j川：堕堕盟：6万f m+鱼1．
y1 ＼ Yl／

由A：、B、丁三点共线得

鱼塑二Q一型
t一4一戈2—4

j川：堕堕型：6在ka
联立以上两式消去￡得

8： 6+三1号三+土：』兰．
、，1 y2／ Y1 ％ 3√3

则三+上：亟主地：三
号嚣慨=妨2×而-36．故儿=6丽m-百44§-所=等．
代入y·毙=五≯％得
二兰(三里二竺笪)(窆翌二三鱼!一二兰鱼

f3m2+4)2 —3m2+4

j m：一拿．

因此，直线2的方程为石=一争+2，即
,fix+y一2石=o．
13．(1)如图7，联结BN、BI、BG．

A／7‘／

蕊藤
。浏． ／／

』V

图7

由，为△．ABC的内心知

ZNBI=么NBC+Z CBI

=／NAC七[CBI=[8AI+[ABI

=／BIN

与NB=NI．

又么NGB=么NAB=么NAC=么NBD．

么BNG=么DNB．

则△NBG∽△NDB

，NB ND，NI ND。—’一、—_、一NG NB NG NI’

又么ING=么DNI，故

△NIG∽△NDL

(2)联结GA、GM．

由(1)，得么NGI=么NID．

由，为△ABC的内心

j N为弧BC的中点

j MN上BC．

又仞上BC，则

ID／／MN

；[NID=[ANM=[AGM

；么NGI=么AGM

≥么AGI=么AGM+么M甜

=么NGI+么凹甜=么MGN
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=900．

结合么AE／=900得

A、G、，、E四点共圆

j么AEG=么AIG=90。一么GAI

=900一么GIN=90。一么GMN

=么MNG一么MFG

≥MF#AC．

14．注意到，

f 7(戈)=(2戈+口-1)e“+(轳+(o-1)x+1)e?

=(菇+1)(菇+口)e”．

设g(X)=戈2+(n一1)戈+1．

(1)若一1≤口≤3，则方程

戈2+(o一1)戈+1=0

的判别式为A=(口一1)2—4≤0，此时，

g(x)i>0恒成立，

火％)+e2=g(菇)e“+e2>le2>0恒成立．

(2)若o>3，则

当戈<一a或戈>一1时，f’(石)>0；

当一D<戈<一1时，f’(戈)<0．

舂殳‘J7['(茹)在区间(一oo，一。]、[一1，+∞)

上为增函数；在区间[一口，一1]上为减函数．

当石≤一8时，

g(X)=戈2+(o一1)戈+1

=石(搿+8)+1一菇>0，

八戈)+e2>0

成立．

当戈>一。时，八戈)的最小值为

八一1)=(3一口)e-i．

由八掰)+e2>10恒成立知

(3一o)e一1+e2>10 j n≤e3+3．

从而，3<口≤e3+3．

(3)若口<一1，则

当戈<一1或彤>一。时，厂7(石)>0；

当～1<戈<一口时，厂’(戈)<0．

电tf(x)在区间(一00，一1]、[一o，+∞)

上为增函数；在区间[一1，一。]上为减函数．

当戈≤一1时，

g(戈)=戈2+(口一1)戈+1>(口一i)戈>0，

八菇)十e2>0

成立．

当戈>一1时，八戈)的最小值为八一口)．

由八戈)+e2 i>0恒成立知

八一口)+e2=(o+1)e一8+e2 I>0．

设h(x)=(石+1)e一。+e2．贝0
h 7(石)=一戈e一。，

当戈<一1时，九’(石)>0．

故h(x)在区间(一∞，一1)上为增函数．

又九(一2)=0，于是，九(戈)≥0在区间

(一∞，一1)上的解集为[一2，一1)．

从而，a<一1时，

八一口)+e2=(o+1)e一。+e2>10

的解集为[一2，一1)．

综合(1)一(3)得一2≤口≤e九+3．

故口的取值范围是[一2，e3+3]．

15．对黑格与白格分别标记为一1与1．

对于任意的i、歹(1≤i、歹≤2 020)，设第i

行各数之和为s；，第歹列各数之和为￡，，第i行

与第歹列交叉格中的数为％．则位于第i行或

第歹列上的全部数之和为s；+￡，一o。．

由条件，知s￡+o，一口玎与口玎异号

则。玎(sf+‘f—o#)≤一1．

又口；=1，于是，

。乎(s；+o)≤o，善善口扩(s；+每)≤o．
注意到，

∑∑o玎(s；+o)

=∑s；∑。。+∑o∑。。

=∑s；+∑亏>10．
i=1 J=1

则善蕃。玎(sz+々)2蚤s；+蚤亏=o·
故对于任意的i、歹，均有si=0，￡，=0．

从而，每行、每列中的两种颜色的格一

样多．

(陈德燕提供)
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