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　 　 一、强基计划介绍

强基计划的前身是大学自主招生 (下简称自主

招生) . 　
自主招生是我国高校统一考试招生制度的重要补

充，也是对学生多元录取、综合评价的重要组成部分. 据
统计显示，2018 年清华北大自主招生、综合评价、高校专

项获得降分的总人数，达到了惊人的 6100 人，占其计划招

生总数 6700 人的 91％ ，详见下表:
2018 年清华北大获得降分人数汇总

降分类型 清华大学 北京大学 合计

自主招生 949 855 1804

领军计划 /博雅计划 1825 1559 3384

自强计划 /筑梦计划 479 466 945

获得降分总人数 3253 2880 6133

预计计划招生总人数 3400 3300 6700

获得降分人数所占比例 95. 68％ 87. 27％ 91. 54％

　 　 从上面的数据可以看出自主招生在扮演非常重要的

角色，仅凭裸分考进清华和北大的学生比例已经很低了.
2020 年 1 月 14 日，教育部以教学〔2020〕1 号文件印

发《关于在部分高校开展基础学科招生改革试点工作的

意见》 . 文件指出，决定自 2020 年起，在部分高校开展基

础学科招生改革试点(也称强基计划) . 同时，在部分“一
流大学”建设高校范围内遴选高校开展试点. 教育部将按

照“一校一策”(着重号为笔者所加)的原则，研究确定强

基计划招生高校、专业和规模. 从 2020 年起，不再组织开

展高校自主招生工作.

　 　 二、强基计划考试介绍

很多考生对强基计划试题的难度不太了解，这里做

一个粗略的对比. 各科综合起来的大致情况是，高考的中

档题相当于强基计划简单题，高考难题相当于强基计划

中档题也相当于竞赛简单题，强基计划难题相当于竞赛

中档题.
可以说，名校强基计划 65％的题在课内范围，35％的

题是超纲范围(是竞赛题难度，甚至有的题目超过联赛

一试) . 　
所以，有人说强基计划试题的难度介于高考和竞赛

之间是有道理的.
较为细致的来说，也可以把强基计划试题分为下面

三部分:
1. 有的题是课内常见的. 这类题检查同学们学习基

础情况，一般熟练掌握高考内容的同学都能比较容易拿

到分.
2. 有的题是在高考考纲边缘附近. 这类题保留一定

数量的高考核心考点，但着力点和区分度主要放在高考

自然延伸出的一些知识和方法上.
3. 有的题是超出高考考纲的. 这类题涉及到课内没

学过的知识、公式(比如反三角函数、极限)，或者是竞赛

联赛经典方法、技巧.
强基计划考试没有考纲，由大学教授、专家或数学界

知名人士命题，所以有超纲内容是正常的(当然教授是有

出题原则的:应当说，名校强基计划考试题都是好题，对
普通高考和全国联赛的复习备考也有重要参考价值) .

如果说笔试让名校间接认识了考生，那么面试则是

二者的直接碰撞，能否擦出火花直接决定了强基计划考
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=◇≤≤j}≥——数理化解题研究——————竺坠篁塑些堕篁兰坠塑试的最终结果. 因此，面试也是名校强基计划考试中十分

重要的环节.

　 　 三、强基计划考试数学试题特点

目前，高中生在数学思维和数学素养方面表现出诸

多不足，比如思维广度不开阔；思路不清晰，对题目的分

析不周全，难以准确识别模型以尽快将其转化为相应的

数学问题；学生普遍知识面狭窄(如对复数等许多基本知

识都不了解)；运算能力较低等等；尤其是创新意识和动

手操作能力较差.
针对以上情形，强基计划试题便有如下特点.
1. 强基计划数学试题突出考查考生的数学思维与数

学素养

强基计划的目的是选拔顶尖的优秀人才，所以试题

必然会突出这一特点，因为它是各种能力的核心.
题 1　 (2020 年上海交通大学自主招生数学试题)已

知甲、乙、丙三人的职业是 Ａ，Ｂ，Ｃ 之一，且每两个人的职

业均不相同. 若乙的年龄比 Ｃ 的年龄大，丙的年龄与 Ｂ 的

年龄不同，Ｂ 的年龄比甲的年龄小，则甲、乙、丙三人的职

业分别是(　 　 ) .
Ａ. Ａ，Ｂ，Ｃ　 Ｂ. Ｃ，Ａ，Ｂ　 C. Ｃ，Ｂ，Ａ　 Ｄ. Ｂ，Ｃ，Ａ
答案:Ａ.
题 2　 (2020 年上海交通大学自主招生数学试题)在

小于 1000 的正整数中，即不是 5 的倍数也不是 7 的倍数

的整数个数是.
答案:686.
题 3　 (2020 年中国科学技术大学创新班初试数学

试题第 7 题)已知函数 ｆ( ｘ) ＝ (ｘ － 1) 2 ＋ ｋ2 . 若 ａ，ｂ，ｃ∈
[0，1]，ｆ(ａ)，ｆ(ｂ)，ｆ(ｃ)是某个三角形的三边长，则 ｋ 的取

值范围是.
答案:( － ∞， － 1)∪(1， ＋ ∞) .
注:题 1 考查逻辑知识(判断命题的真假)，题 2 的解

法须用到韦恩图(即容斥原理)，解答题 3 要用到对恒成

立问题的处理方法及二次函数在所给闭区间上的最值求

法. 这些知识、方法都是考生必备的数学素养.
2. 强基计划数学试题突出考查思维的广阔性(如发

散思维)、深刻性与灵活性

题 4　 (2020 年复旦大学强基计划数学试题，原题为

单项选择题) ｘ2 ＋ 1ｘ ＋ ｙ
3 ＋ 1ｙ

æ
è
ç

ö
ø
÷

10

的展开式中的常数项为

.
答案:12600.
题 5　 (2020 年北京大学强基计划数学试题第 6 题)

已知数列 ａｎ{ }满足 ａ1 ＝ 1，ａ2 ＝ 4，且 ａｎ
2 － ａｎ － 1 ａｎ ＋ 1 ＝ 2

ｎ － 1

(ｎ≥2，ｎ∈Ｎ∗)，求 ａ2020的个位数.

解法 1　 先对 ｎ 用数学归纳法证明:ａｎ > 0，ａｎ ＋ 1 > 2

ａｎ ＋ ( 2 )
ｎ
(ｎ∈Ｎ∗) .

ｎ ＝ 1 时成立:ａ1 ＝ 1 > 0，ａ2 ＝ 4 > 2 2 ＝ 2 ａ1 ＋ ( 2 )
1
.

假设 ｎ ＝ ｋ 时成立:ａｋ > 0，ａｋ ＋ 1 > 2 ａｋ ＋ ( 2 )
ｋ
.

可得 ａｋ ＋ 1 > 2 ａｋ ＋ ( 2 )
ｋ
> ( 2 )

ｋ
> 0.

由题设，还可得

ａｋ ＋ 2 ＝
ａｋ ＋ 1ａｋ ＋ 1 － 2

ｋ

ａｋ
>
ａｋ ＋ 1[ 2 ａｋ ＋ ( 2 )

ｋ
] － 2 ｋ

ａｋ

＝ 2 ａｋ ＋ 1 ＋
( 2 )

ｋ
ａｋ ＋ 1 － 2

ｋ

ａｋ

> 2 ａｋ ＋ 1 ＋
( 2 )

ｋ
[ 2 ａｋ ＋ ( 2 )

ｋ
] － 2 ｋ

ａｋ

＝ 2 ａｋ ＋ 1 ＋ ( 2 )
ｋ ＋ 1
，

得 ｎ ＝ ｋ ＋ 1 时成立，所以欲证结论成立.
由题设，可得

2ａ2ｎ － 2ａｎ － 1ａｎ ＋ 1 ＝ 2
ｎ ＝ ａ2ｎ ＋ 1 － ａｎａｎ ＋ 2(ｎ≥2，ｎ∈Ｎ)，

ａｎ(2ａｎ ＋ ａｎ ＋2) ＝ ａｎ ＋1(2ａｎ －1 ＋ ａｎ ＋1)(ｎ≥2，ｎ∈Ｎ)①.
因为前面已证得 ａｎ > 0(ｎ∈Ｎ∗)，所以

2ａｎ ＋ ａｎ ＋ 2

ａｎ ＋ 1
＝
2ａｎ － 1 ＋ ａｎ ＋ 1

ａｎ
(ｎ≥2，ｎ∈Ｎ)，

得数 列
2ａｎ ＋ ａｎ ＋ 2

ａｎ ＋ 1
{ }是 常 数 列，因 此

2ａｎ ＋ ａｎ ＋ 2

ａｎ ＋ 1
＝

2ａ1 ＋ ａ3
ａ2

＝ 2·1 ＋ 144 ＝ 4，ａｎ ＋ 2 ＝ 4ａｎ ＋ 1 － 2ａｎ(ｎ∈Ｎ∗) .

进而可得数列

ａｎ(moｄ 10){ }:1，4，4，8，4，0，2，8，8，6，8，0，4，6，6，2，
6，0，8，2，2，4，2，0，6，4，4，8，…

所以 ａｎ ＋ 24≡ａｎ(moｄ 10) (ｎ≥2，ｎ∈Ｎ)，因而 ａ2020 ＝
ａ24·84 ＋ 4≡ａ4 ＝ 48≡8(moｄ 10)，得 ａ2020的个位数是 8.

解法 2　 先对 ｎ 用数学归纳法证明:ａｎ ＋ 2 > ａｎ ＋ 1 > ａｎ

> 0，ａｎ ＋ 2 ＝ 4ａｎ ＋ 1 － 2ａｎ(ｎ∈Ｎ∗) .
由 ａ1 ＝ 1 > 0，ａ2 ＝ 4，ａ3 ＝ 14，可得 ｎ ＝ 1 时成立.
假设 ｎ ＝ ｋ 时成立:ａｋ ＋ 2 > ａｋ ＋ 1 > ａｋ > 0，ａｋ ＋ 2 ＝ 4ａｋ ＋ 1 －

2ａｋ .
在解法 1 中得到的①式中，令 ｎ ＝ ｋ ＋ 1，可得 ａｋ ＋ 1

(2ａｋ ＋ 1 ＋ ａｋ ＋ 3) ＝ ａｋ ＋ 2(2ａｋ ＋ ａｋ ＋ 2)(ａｋ ＋ 1 > 0)，所以

ａｋ ＋ 3 ＝
ａｋ ＋ 2(2ａｋ ＋ ａｋ ＋ 2)

ａｋ ＋ 1
－ 2ａｋ ＋ 1

＝
ａｋ ＋ 2(2ａｋ ＋ 4ａｋ ＋ 1 － 2ａｋ)

ａｋ ＋ 1
－ 2ａｋ ＋ 1

＝ 4ａｋ ＋ 2 － 2ａｋ ＋ 1 ＝ ａｋ ＋ 2 ＋ ａｋ ＋ 2 ＋ 2(ａｋ ＋ 2 － ａｋ ＋ 1) > ａｋ ＋ 2，
ａｋ ＋ 3 > ａｋ ＋ 2 > ａｋ ＋ 1 > 0，
所以 ａｋ ＋ 3 > ａｋ ＋ 2 > ａｋ ＋ 1 > 0，ａｋ ＋ 3 ＝ 4ａｋ ＋ 2 － 2ａｋ ＋ 1，得 ｎ ＝

ｋ ＋ 1 时成立，因而欲证结论成立.
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接下来的解法同解法 1.
注:题 4 的解法是用二项展开式的通项解决四项展

开式的通项问题，进而求出其常数项，充分考查了思维的

广阔性、深刻性与灵活性.
在题 5两种解法中，难点均是证明“ａｎ≠0(ｎ∈Ｎ∗)”.这

体现了思维的深刻性:蒙混过关是一定会丢分的.
3. 许多强基计划试题有深刻背景，可以引申推广

题 6　 (2020 年上海交通大学自主招生数学试题)若
某集合中的任意两个不同元素的和、差、积、商(求商时除

数不为 0)仍是该集合中的元素，则称该集合是封闭集合.

在集合 Ｒ，Ｑ，∁ＲＱ，{ｍ ＋ ｎ 2 ｜ｍ，ｎ∈Ｚ}中，是封闭集合的

个数为 .
答案:2.
题 7　 (2020 年北京大学强基计划数学试题第 3 题)

已知椭圆
ｘ2
2 ＋ ｙ

2 ＝ 1 与圆 ｘ2 ＋ ｙ2 ＝ 4，从圆上的动点 Ａ 作

椭圆的切点弦，求所有的切点弦所在的直线围成曲线的

面积.
解　 可设动点 Ａ(2coｓθ，2ｓinθ)，可得切点弦所在的直

线方程是 ｘcoｓθ ＋ 2ｙｓinθ ＝ 1.

因为椭圆
ｘ2

ａ2
＋ ｙ2

ｂ2
＝ 1(ａ > ｂ > 0)在点(ａcoｓθ，ｂｓinθ)处

的切线方程是
coｓθ
ａ ｘ ＋ ｓinθｂ ｙ ＝ 1，所以令 ａ ＝ 1，ｂ ＝ 12 后，可

得直线 ｘcoｓθ ＋ 2ｙｓinθ ＝ 1 是椭圆 ｘ2 ＋ 4ｙ2 ＝ 1 在点( coｓθ，
1
2 ｓinθ)处的切线，即直线 ｘcoｓθ ＋ 2ｙｓinθ ＝ 1 围成的图形

是椭圆 ｘ2 ＋ 4ｙ2 ＝ 1(如图 1 所示)，可得其面积是 π·1·
1
2 ＝

π
2 .

图 1

注:题 6 的背景是《近世代

数》中的群、环、域. 题 7 的背景

是《高等几何》知识“曲线是切

线的包络”:曲线可 “点动成

线”来生成；也可由曲线上点

的切线围成，即“曲线是切线

的包络” .
由题 7 的解法，还可得到

其一般结论:过圆 ｘ2 ＋ ｙ2 ＝ ｒ2 上的动点 Ａ 作椭圆
ｘ2

ａ2
＋ ｙ2

ｂ2
＝

1(ａ > ｂ > 0)的切点弦，所有的切点弦围成的曲线是椭圆

ｒ2ｘ2

ａ4
＋ ｒ

2ｙ2

ｂ4
＝ 1.

4. 强基计划试题覆盖面广

强基计划还没有明确的考试大纲，试题的覆盖面很

广，很多题的难度超出高考、联赛，甚至高中数学的知识

范围而涉及高等数学，需要考生“见多识广” .
题 8　 (2020 年复旦大学强基计划数学试题)若函数

ｆ(ｘ) ＝ 3 ｘ － 3 － ｘ的反函数为 ｙ ＝ ｆ － 1(ｘ)，则 ｇ(ｘ) ＝ ｆ － 1(ｘ －
1) ＋ 1 在[ － 3，5]上的最大值和最小值的和为(　 　 ) .

Ａ. 0　 　 Ｂ. 1　 　 C. 2　 　 Ｄ. 4
答案:C.
题 9　 (2020 年复旦大学强基计划数学试题，原题为

单项选择题)已知两点 Ａ(ｘ，ｙ)，Ｂ(ｙ，ｘ)，其中 ｘ，ｙ∈{1，2，
3，4，5，6，7，8，9}且 ｘ≠ｙ，连结 ＯＡ，ＯＢ(其中 Ｏ 是坐标原

点)，则∠ＡＯＢ ＝ 2aｒctan 13 的概率为 .

答案: 19 .

题 10 　 ( 2020 年复旦大学强基计划数学试题)

aｒcｓin 14 ＋ 3 2
8 ＋ aｒcｓin 34 ＝ .

答案:Ｄ

Ａ. π3 　 　 Ｂ.
π
2 　 　 C.

2π
3 　 　 Ｄ.

3π
4

题 11　 (2020 年复旦大学强基计划数学试题)已知

抛物线 ｘ ＝ 3ｙ2 的焦点为 Ｆ，若该抛物线在点 Ａ 处的切线

与直线 ＡＦ 的夹角为 30°，则点 Ａ 的横坐标为(　 　 ) .

Ａ. 19 　 　 Ｂ.
1
36　 　 C.

1
4 　 　 Ｄ.

1
16

答案:C.
题 12　 (2020 年中国科学技术大学创新班初试数学

试题第 3 题)双曲线 ｙ ＝ ｘ
3
＋ 1ｘ 的离心率是 .

答案: 23 3 .

题 13　 (2020 年北京大学强基计划数学试题第 2 题)
已知关于 ｘ 的方程 ｘ5 ＋ ｐｘ ＋ ｑ ＝0有有理根，且正整数 ｐ，ｑ 均

不大于 100，求满足这些条件的有序数组(ｐ，ｑ)的组数.
答案:133.
题 14 　 (2020 年北京大学强基计划数学试题第 4

题)求方程 19ｘ ＋ 93ｙ ＝ 4ｘｙ 整数解的组数.
答案:8.
注:解答题 8 要用到反函数知识，解答题 9 与题 10

要用到反三角函数知识，解答题 11 要用到两直线的夹

角公式，题 12 涉及平面直角坐标系的旋转变换，题 13
与题 14 涉及初等数论中的数的整除、不定方程知识 .
而这些知识在现行高中数学教材中均未讲述，但属于

强基计划的命题范围 .
5. 部分数学强基计划试题运算量较大，或有较强的

技巧

题 15　 (2020 年中国科学技术大学创新班初试数学
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=◇≤≤j}≥——数理化解题研究——————竺坠篁塑些堕篁兰坠塑试题第 ６ 题)若 ａ ＝ 20202020，ｂ ＝ 20192021·20212019 ，ｃ ＝
1
2 (2019

2021 ＋ 20212019)，则 ａ，ｂ，ｃ 的大小顺序是 .

答案:ｃ > ａ > ｂ.
题 16　 　 (2020 年北京大学强基计划数学试题第 1

题)已知正数 ｘ，ｙ，ｚ，ｗ 满足 ｘ≥ｙ≥ｗ，且 ｘ ＋ ｙ≤2(ｗ ＋ ｚ)，

求
ｗ
ｘ ＋

ｚ
ｙ 的最小值.

答案: 2 － 12 .

题 17　 (2020 年中国科学技术大学创新班初试数学

试题第 9 题)求函数 ｙ ＝ ｓin2ｘ － 2ｓin2ｘ ＋ 2ｓinｘ － coｓｘ(0≤ｘ

≤π2 )的值域.

答案:[ － 54 ，5] .

题 18　 (2020 年中国科学技术大学创新班初试数学

试题第 10 题)已知函数 ｆ(ｘ) ＝ ｘ3 ＋ ａｘ2 － ｘ ＋ 1 － ａ，若∀ｘ
∈[ －1，1]， ｜ ｆ(ｘ) ｜≥ ｜ ｘ ｜ ，求实数 ａ 的取值范围.

答案:( － ∞ ， － 12 ] .

注:解答题 15 与题 16 均需要用到较强的放缩技巧，
后者还要使用导数；解答题 17 需要用到较强的凑配技

巧:先得 ｙ ＝ (2ｓinｘ － coｓｘ) 2 ＋ (2ｓinｘ － coｓｘ) － 1，再用换

元法求解(这与高中三角函数题的常规解法不一样)；题
18是所在试卷(共 11 道试题)难度最大的一道试题，其常

规解法须用到二次讨论，比较复杂.
6. 强基计划数学试题注重引导培养考生创新意识和

动手操作能力

毫无疑问，这是强基计划考试的主旨与方向.
题 19　 　 (2020 年上海交通大学自主招生数学试

题)对于方程 2 ｘ － ｓinｘ ＝ 1，在下列结论中错误的序号是:
(1)该方程无正数根；
(2)该方程有无数个根；
(3)该方程有一个正数根；
(4)该方程的实根小于 1.
答案:(1) .
题 20　 　 (2020 年复旦大学强基计划数学试题，原

题为单项选择题)若 ｋ > 4，则直线 ｋｘ － 2ｙ － 2ｋ ＋ 8 ＝ 0 和

2ｘ ＋ ｋ2ｙ － 4ｋ2 － 4 ＝ 0 与两条坐标轴围成的四边形面积的

取值范围是 .

答案:(174 ，8) .

题 21　 　 (2020 年上海交通大学自主招生数学试

题)单位正方体的六边形截面周长的最小值是 .

答案:3 2 .

注:　 解答题 19 须使用图形计算器(上海的数学高

考是允许的)，否则本题难度很大；题 20 的解法是准确作

图后用割补法及配方法求解；题 21 的解法是用正方体的

平面展开图来求解.
由题 21 的解法还可得到结论:若点 Ｅ，Ｆ，Ｇ，Ｈ，Ｉ，Ｊ 分

别在单位正方体的棱 ＡＢ，ＢＢ′，Ｂ′Ｃ′，Ｃ′Ｄ′，Ｄ′Ｄ，ＤＡ(包括

端点)上，则 ＨＩ ＋ ＩＪ ＋ ＪＥ ＋ ＥＦ ＋ ＦＧ ＋ ＧＨ 的最小值是 3 2 .
7. 部分数学强基计划试题解法简洁新颖，用到知识

也很少

题 22　 (2020 年中国科学技术大学创新班初试数学

试题第 4 题)若数列{ａｎ}满足 ａ1 ＝ 1，ａ2 ＝ 3，ａｎ ＝
2ａ2ｎ － 1
ａｎ － 2

＋

ａｎ － 1(ｎ≥3，ｎ∈Ｎ)，则数列{ａｎ}的通项公式是 .

答案:ａｎ ＝∏
ｎ

ｋ ＝ 1
(2 ｋ － 1) .

注:解答本题只需用到构造法与累乘法.
8. 数学强基计划试题的最大特点是原创性

由于强基计划试题命题人多是大学教授、专家或数

学界知名学者，他们视野宽阔，经常站在数学学科和社会

发展的前沿思考问题，因此每年的自主招生试题都令人

耳目一新，难以捉摸；但仔细分析一些强基计划数学试题，还
是可以看出其一些特点的，而原创性是其最明显特点.

　 　 四、强基计划考试数学试题的来源

1. 源于教材

教材是命题的基本依据，不少强基计划试题有教材

背景，是教材上例题、习题、定义、定理的组合改编，甚至

有时就是原题.
题 23　 　 (2020 年上海交通大学自主招生数学试

题)用同样大小的正 ｎ 边形平铺整个平面(没有重叠且没

有空隙)，若要将这个平面铺满，则 ｎ ＝ .
答案:3，4，或 6.
题 24 　 (2020 年北京大学强基计划数学试题第 5

题)已知 ｘ，ｙ，ｚ∈(0， ＋ ∞ )，判断 ｓ ＝ ｘ
ｘ ＋ ｙ ＋

ｙ
ｙ ＋ ｚ ＋

ｚ
ｚ ＋ ｘ是

否存在最大值或最小值.
答案:均不存在.
注:初中数学教材中就有题 23 这类平面平铺问题.
题 24 源于全日制普通高级中学教科书 (必修)

《数学·第二册(上) 》 (人民教育出版社，2006 年第 2
版)第 12 － 13 页的“例 2 　 已知都是 ａ，ｂ，ｍ 正数，并且

ａ < ｂ，求证:ａ ＋ ｍｂ ＋ ｍ >
ａ
ｂ . ”该结论就是大家熟悉的“ “糖

水不等式” ” .
2. 源于国内外高考试题

许多稍难的高考试题更适合更高层次的选拔，所以
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有些这样的高考题就被改编成了(或直接作为)强基计划

试题.
题 25　 (2020 年上海交通大学自主招生数学试题)

若某个四面体的各个顶点到某个平面的距离都相等，则
称该平面为这个四面体的中位面. 一个已知的四面体的

中位面的个数是 . (答案:7. )
题 26　 　 (2020 年上海交通大学自主招生数学试

题)与两两异面的三条直线均相交的直线条数是 .
(答案:无数. )

注:题 25 是空间距离中的经典问题；作为排列组合

知识，还涉及均匀分组和非均匀分组. 这道题与 2005 年高

考全国卷Ⅲ文科、理科第 11 题实质相同.
不共面的四个定点到平面 α 的距离都相等，这样的

平面 α 共有(　 　 ) .
Ａ. 3 个　 　 Ｂ. 4 个　 　 C. 6 个　 　 Ｄ. 7 个

题 26 与下面的两道题目实质相同:
(2008 年高考辽宁卷理科第 11 题即文科第 12 题)在

正方体 ＡＢＣＤ － Ａ1Ｂ1Ｃ1Ｄ1 中，Ｅ，Ｆ 分别为棱 ＡＡ1，ＣＣ1 的中

点，则在空间中与三条直线 Ａ1Ｄ1，ＥＦ，ＣＤ 都相交的直线

(　 　 ) .
Ａ.不存在　 　 　 　 　 Ｂ.有且只有两条

C.有且只有三条 Ｄ.有无数条

(复旦大学 2008 年自主选拔数学 Ｂ卷试题第 26 题)
若空间三条直线 ａ，ｂ，ｃ 两两异面，则与 ａ，ｂ，ｃ 都相交的直

线有(　 　 ) .
Ａ. 0 条　 　 　 　 　 　 　 　 Ｂ. 1 条

C.多于 1 条的有限条　 Ｄ.无穷多条

3. 源于历年的强基计划(自主招生)试题

题 27　 (2020 年上海交通大学自主招生数学试题)

若实数 ａ，ｂ 满足(ａ ＋ ｂ) 59 ＝ － 1，(ａ － ｂ) 60 ＝ 1，则∑
60

ｎ ＝ 1
(ａｎ ＋

ｂｎ) ＝ .
答案:0.
题 28　 　 (2020 年复旦大学强基计划数学试题，原

题为单项选择题)定义 ｆＭ( ｘ) ＝
1，∈Ｍ，
－ 1，ｘ∉Ｍ，

{ Ｍ⊗Ｎ ＝ { ｘ ｜

ｆＭ(ｘ) ｆＮ(ｘ) ＝ － 1}，已知集合 Ａ ＝ {ｘ ｜ ｘ < 2 － ｘ }，Ｂ ＝ {ｘ
｜ (ｘ ＋ 3)(ｘ － 3) > 0}，则 Ａ⊗Ｂ ＝ .

答案:( － ∞ ， － 3]∪[0，1)∪(3， ＋ ∞ ) .
题 29　 (2020 年中国科学技术大学创新班初试数学

试题)若 ｚ ＋ ｚ ＝ 1，则 ｜ ｚ ＋ 1 ｜ － ｜ ｚ － i ｜的取值范围是 .

答案:( － 1， 2 ] .
题 30　 (2020 年中国科学技术大学创新班初试数学

试题第 2 题)点集{(ｘ，ｙ) ｜ ｜ 5ｘ ＋ 6ｙ ｜ ＋ ｜ 9ｘ ＋ 11ｙ ｜ ≤1}的
面积是 .

答案:2.
注:题 27，28，29，30 分别与下面的自主招生试题如出

一辙.
(2008 年复旦大学千分考第 69 题)若实数 ａ，ｂ 满足

(ａ ＋ ｂ) 59 ＝ － 1，(ａ － ｂ) 60 ＝ 1，则∑
60

ｎ ＝ 1
(ａｎ － ｂｎ) ＝ (　 　 ) .

Ａ. － 121　 　 Ｂ. － 49　 　 C. 0　 　 Ｄ. 23
答案:C.
(2016 年清华大学夏令营数学试题第 9 题)定义

ｆＭ(ｘ) ＝
－ 1，ｘ∈Ｍ，
1，ｘ∉Ｍ，{ ＭΔＮ ＝ ｘ ｆＭ(ｘ)·ｆＮ(ｘ) ＝ － 1{ }，已

知集合 Ａ ＝ 1，2，3，…，2016{ }，Ｂ ＝ 2，4，6，…，4032{ }.
(1)求 ｆＡ(2016)，ｆＢ(2016)；
(2)设 caｒｄ(Ｘ)表示集合 Ｘ 的元素个数，求 ｍ ＝ caｒｄ

(ＸΔＡ) ＋ caｒｄ(ＸΔＢ)的最小值.
答案:(1) － 1， － 1；(2)2016.
(2017 年中国科学技术大学自主招生数学试题第 2

题)函数 ｆ( ｘ) ＝ 2ｘ2 － 2ｘ ＋ 1 － 2ｘ2 ＋ 2ｘ ＋ 5的值域是

.

答案:[ － 2， 2 ) .
(2019 年中国科学技术大学自主招生数学试题第 1

题)满足 ｘ ＋ 2ｙ ＋ 3ｘ ＋ 4ｙ ≤5( ｘ，ｙ∈Ｒ)的点( ｘ，ｙ)所
构成的区域的面积是 .

答案:25.
题 30 是线性规划问题(但难于作图)，可得题中的点

集表示的图形是平行四边形，由公式 Ｓ▱ ＝
1
2 ａｈ 可求解

(或先通过分类讨论去掉绝对值符号后再求解) .
4. 源于各级各类竞赛试题

题 31　 (2020 年复旦大学强基计划数学试题，原题

为 单 项 选 择 题 ) 已 知 ｘ， ｙ ∈ [ － π4 ，
π
4 ]， 若

ｘ3 ＋ coｓ(ｘ ＋ 3π2 ) － 2ａ ＝ 0，

4ｙ3 ＋ ｓinｙcoｓｙ ＋ ａ ＝ 0，
{ 则 coｓ(ｘ ＋ 2ｙ)的值(　 　 ) .

Ａ. 0　 　 Ｂ. 1　 　 C. － 1　 　 Ｄ. 与 ａ 有关

答案:Ｂ.
注:该题源于早年的数学竞赛试题:用减函数与单调

函数的性质求解.
5. 源于某些初等数学研究成果

题 32　 (2020 年中国科学技术大学创新班初试数学

试题第 8 题)已知 ａ1，ａ2，…，ａｎ 是 1，2，…，ｎ 的一个排列，
若 ｉ < ｊ 且 ａ ｉ < ａ ｊ，则称(ａ ｉ，ａ ｊ)为排列 ａ1，ａ2，…，ａｎ 的一个

顺序对. 设 Ｘ 为排列 ａ1，ａ2，…，ａｎ 的顺序对的对数，则
Ｅ(Ｘ) ＝ .
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注:该题的背景是《高等代数》中排列的顺序数、逆序

数. 拙著《初等数学研究(Ⅰ)》第 509 － 512 页的文章《12
…ｎ 的所有 ｍ 元排列的反序数之和及其应用》研究了该

题的一般情形.
6. 源于高等数学

前面已述，题 7(2020 年北京大学强基计划数学试题

第 3 题)源于《高等几何》知识“曲线是切线的包络”，题
32 源于《高等代数》中排列的顺序数、逆序数.

题 33 　 (2020 年复旦大学强基计划数学试题，原题

为单项选择题)已知点 Ｐ 在曲线
ｘ ｙ － 6
－ 1 4

＝ 0 上，且

点 Ｐ 到点 Ａ(2，5)和点 Ｂ(4，3)的距离相等，则点 Ｐ 的坐

标为 .
答案:(1，2) .
题 34　 (2020 年中国科学技术大学创新班初试数学

试题第 11 题)已知 1 ＋ 2 ＋ 3 ＋ … ＋ ｎ < Ｃ(ｎ ＋ 1) 3 / 2(Ｃ

是与 ｎ 无关的常数)，求证:当 Ｃ ＝ 23 时，该不等式成立；当

Ｃ < 23 时，该不等式不恒成立.

注:题 33 源于《高等代数》中的行列式，题 34 源于定

积分.

　 　 五、大学强基计划数学试题的备考策略

考生在日常学习中应该重新审视高考中“不常考”的
知识和方法，并做必要的拓展，增强对数学问题的探究意

识，关注高中数学后续内容的学习，注重数学思想方法的

学习和创造性思维的培养，细述如下.
1. 夯实基础，尤其要自觉加强基本运算能力的训练

千里之行，始于足下；强化基本功训练，是今后延拓

知识与快速提高素养的资本!
解答强基计划数学试题用到的思想、方法和知识，大

部分也都在高考范围之内. 因而，准备高考和准备强基计

划应该是相辅相成，互相补充的.
2. 注重知识的延伸与拓展

题 35　 (2020 年复旦大学强基计划数学试题，原题

为单项选择题)如图 2 所示，平面内两条直线 ｌ1，ｌ2 交于点

Ｏ，Ｍ 为该平面内的任意一点. 若点 Ｍ 到直线 ｌ1，ｌ2 的距离

分别为 ｐ，ｑ，则称(ｐ，ｑ)是点 ｍ 的“距离坐标” . ｐ，ｑ 是已知

的非负常数，给出下列三个结论:
(1)若 ｐ ＝ ｑ ＝ 0，则“距离坐标”为(0，0)的点有且仅

有 1 个；
(2)若 ｐｑ ＝ 0，且 ｐ ＋ ｑ≠0，则“距离坐标”为( ｐ，ｑ)的

点有且仅有 2 个；
(3)若 ｐｑ≠0，则“距离坐标”为(ｐ，ｑ)的点有且仅有 4个.
其中正确结论的个数是(　 　 ) .
Ａ. 0　 　 Ｂ. 1　 　 C. 2　 　 Ｄ. 3
答案:Ｄ.
题 36　 (2020 年复旦大学

强基计划数学试题)已知向量

数列{ａｎ}满足ａｎ ＋ 1 ＝ ａｎ ＋ ｄ( ｎ
∈Ｎ∗)，且 ｜ ａ1 ｜ ＝ 3，ａｎ·ｄ ＝ －
3
2 . 若 Ｓｎ ＝ ａ1·∑

ｎ

ｉ ＝ 1
ａ ｉ，则当 Ｓｎ

取最大值时，ｎ ＝ (　 　 ) .
Ａ. 8　 　 Ｂ. 7　 　 C. 6　 　 Ｄ. 6 或 7
解　 Ｄ. 由题设，可得

Ｓｎ ＝ ａ1·∑
ｎ

ｉ ＝ 1
ａ ｉ ＝ ａ1·[ｎ ａ1 ＋

ｎ(ｎ － 1)
2 ｄ] ＝ 9ｎ － 34 ｎ(ｎ

－ 1) ＝ 50716 －
3
4 (ｎ － 6

1
2 )

2 .

所以当且仅当 ｎ ＝ 6 或 7 时，Ｓｎ 取到最大值.
注:题 35 中的“距离坐标”是平面直角坐标系中点的

坐标的一种推广，但两者的本质均是平行线的距离；题 36
仅仅是把考生在高中阶段学习的两个、三个向量的和推

广到 ｎ 个向量的和而已.
在日常学习中，不能仅仅局限于教材，要学得更深

更广:　
(1)注重在不同的知识阶段及时延伸与拓展.
比如学习函数时，不仅要学习函数的定义、基本性质

及各类基本初等函数，还要及时学习函数与方程的思想

方法. 这有助于对函数理解得更深刻，在更为高级的层面

上构建知识结构和认知结构.
(2)关注 ＡＰ 课程及其他多种形式的学习.
ＡＰ 课程中的许多内容和方法已经进入强基计划试

题，如极限理论中的数列收敛准则、夹逼定理、函数极限

存在定理、迫敛性定理、两个重要极限、洛比达法则，微积

分中的罗尔定理、拉格朗日中值定理、积分中值定理、牛
顿 －莱布尼茨公式等等.

强基计划试题的风格与难度，和高考还是有较大的

不同. 同时强基计划也会考一些在高考范围边缘处的知

识. 既没有接触过竞赛，又没有准备过强基计划的裸考考

生最终很可能会无功而返.
3. 注重数学思想方法的领会与运用

题 37　 (2020 年上海交通大学自主招生数学试题)
从 2 个相同的红球、3 个相同的黑球、5 个相同的白球中取

出 6 个球，共有 种不同的取法.
答案:11.
题 38　 (2020 年复旦大学强基计划数学试题，原题

—６５— 万方数据



竺竺篁墼些堕篁丝些l_———一数理化解题研究——◇≤≤j}≥=
为单项选择题)已知 ｆ( ｘ) ＝ ａｓin(2πｘ) ＋ ｂcoｓ(2πｘ) ＋

ｃｓin(4πｘ) ＋ ｄcoｓ(4πｘ)，若 ｆ( 12 ＋ ｘ) ＋ ｆ( ｘ) ＝ ｆ(2ｘ)，则

在 ａ，ｂ，ｃ，ｄ 中能确定的参数是 .
答案:ａ，ｂ，ｃ，ｄ.
注:题 37 的解法是枚举法；题 38 的解法是赋值法，其

理论依据是“特殊与一般思想”；解答前面的题 28 要用到

等价转化思想与分类讨论思想. 这些思想方法都是考生

必备的数学素养.
4. 培养推广与探究的意识

这是研究问题的重要方法:解一题，知一类.
题 39　 　 (2020 年复旦大学强基计划数学试题)方

程 3ｘ ＋ 4ｙ ＋ 12ｚ ＝ 2020 的自然数解的组数为 .
Ａ. C2168 　 　 Ｂ. C

2
169 　 　 C. C

2
170 　 　 Ｄ. C

2
171

解　 C. 可设 ｘ ＝ 4ｍ(ｍ∈Ｎ)，得原方程即 3ｍ ＋ 3ｚ ＋ (ｙ
－ 1) ＝ 3·168(ｍ，ｙ，ｚ∈Ｎ)；可再设 ｙ ＝ 3ｎ ＋ 1(ｎ∈Ｎ)，得
原方程即 ｍ ＋ ｎ ＋ ｚ ＝ 168(ｍ，ｎ，ｚ∈Ｎ) .

可设 ｍ ＝ ｍ′ － 1，ｎ ＝ ｎ′ － 1， ｚ ＝ ｚ′ － 1 (ｍ′，ｎ′， ｚ′∈
Ｎ∗)，得原方程即 ｍ′ ＋ ｎ′ ＋ ｚ′ ＝ 171(ｍ，′ｎ′，ｚ′∈Ｎ∗) . 再由

隔板法，可得所求答案是 C.
注:考生应当通过推广与探究，最终理解隔板法是解

决一次不定方程正整数、自然数解组数的通性通法.
5. 留心跨界科学与学科知识的交汇

题 40　 　 (2020 年复旦大学强基计划数学试题)Giｖ-
en　 tｗo　 ｓetｓ　 Ａ:{1，2，3，4，5}anｄ Ｂ:{3，4，5，6，7}，then
　 the　 inteｒｓection　 ｓet　 oｆ　 Ａ　 anｄ　 Ｂ　 iｓ( 　 ) .

Ａ. {1，2}　 　 　 　 　 Ｂ. {3，4，5}
C. {1，2，3，4，5，6，7} Ｄ. {6，7}
答案:Ｂ.
题 41　 　 (2020 年复旦大学强基计划数学试题)

Ｗhich numｂeｒ that numｂeｒ 5 iｓ the cuｂic ｒoot oｆ( 　 　 ) .
Ａ. 3　 　 Ｂ. 5　 　 C. 25　 　 Ｄ. 125
答案:Ｂ.
注:解答这两道题时，考生对数学专业的英语词汇

(交集、立方根等)要过关. 复旦大学的强基计划(自主招

生)试题历来重视通识教育，这从复旦“千分考”可见一

斑:“千分考”测试的内容涵盖高中语文、数学、英语、政
治、历史、地理、物理、化学、生物和计算机共 10 个科目，共
计 200 道选择题，满分 1000 分(每题答对得 5 分，不答得

0 分，答错扣 2 分)，考试时间为 3 小时.
6. 培养自主学习能力

题 42　 　 (2020 年上海交通大学自主招生数学试

题)若△ＡＢＣ 的 三 个 顶 点 的 坐 标 分 别 是 Ａ ( 3， 4 )，
Ｂ(6，0)，Ｃ( － 5， － 2)，则∠Ａ 的平分线所在的直线方程是

. 　

解　 7ｘ － ｙ － 17 ＝ 0. 设 ＡＢ→
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所以∠Ａ 的平分线所在直线的一个方向向量是(1，

7)，因而该直线的斜率是 7，进而可得该直线的方程是 ｙ －
4 ＝ 7(ｘ － 3)即 7ｘ － ｙ － 17 ＝ 0.

题 43　 　 (2020 年上海交通大学自主招生数学试

题)在正方体的 8 个顶点中的任意两点确定的直线中，异
面直线的对数是 .

答案:174.
题 44　 　 (2020 年上海交通大学自主招生数学试

题)函数 ｙ ＝ 4ｓinｘcoｓｘ ＋ 3ｓinｘ ＋ coｓｘ ( －
π
4 < ｘ < 3π4 )的最小值是

.

答案:2 2 .
注:题 42 还可用三角形的角平分线性质定理，或解三

角形知识求解，或先得出∠ＢＡＣ ＝ 90°后再求解，但运算量

都要大一些；题 43 的解法是先构造四面体，再由“每个四

面体确定 3 对异面直线(即 3 对对棱所在的直线)”来求

解；可用换元法求解第 44 题:在三个式子 ｓinｘcoｓｘ，ｓinｘ ＋
coｓｘ，ｓinｘ － coｓｘ 中，只要知道任一个式子的值，就可用换

元法并利用恒等式“ｓin2ｘ ＋ coｓ2ｘ ＝ 1”求出另外两个式子

的值.
实际上，这些的解法均是通性通法. 但这些通性通法

在资料中并不多见，老师也很可能不会讲到. 需要考生通

过自学获得.
考生应当时刻培养自主学习能力:二十一世纪最重

要的个人能力首推自主学习能力! 有了过硬的自学能力

和意识，即可与时俱进，也可从容应对很多新问题.

　 　 六、强基计划数学考试备考规划

参加强基计划对于大学和考生来说，是个双赢的过

程. 考生要想如愿考上顶尖名校，参加强基计划是一条捷

径. 笔者认为，强基计划会持续受到家长及学生、学校(高
中、高校)、社会的高度关注.

经过以上论述，读者(考生)可能对强基计划及其

数学试题有了比较全面深入的了解，希望你提前做好

规划、及时行动、充分应变，并在做中体味、修正、总
结、提高 .

注:本文摘自《高考数学强基计划备考的策略与方

法》(包括高一、高二、高三共三个分册)(陕西师范大学出

版总社，2020)的《序》 .
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