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数学说题的内涵与结构①

洪 梦1 吴立宝1⑦ 王富英2

(1．天津师范大学教育学部300387；2．四川省成都市龙泉驿区教育科学研究院610100)

1 引言

随着课程改革的不断深入和时代的发展，学

科教研活动由早期的侧重“课堂教学”研究，发展

到后来的“说课”活动，再到目前以“试题解说”为

着眼点的生动而有活力的“说题”教研活动⋯．从

说题主体来看，说题可分为教师说题、学生说题、

教师和学生互动说题比]，本文主要指教师说题．

数学说题活动将“命题”、“学题”、“教题”和

“反思”四大范畴有机融合，要求教师从学生的认

知规律和教学实际出发，高视角认识和研究数学

题，充分发挥教材中的例、习题等数学题的功

能[3][4。，揭示其命题规律和解题思路，全面系统认

识数学的本质，因此说题能力逐渐成为数学教师

必备的核心素养．说题教研能够引领教师正确把

握考试命题立意的趋势与方向；充分了解学生学

情与发展需求；深入研究学科本质与深化数学思

维；反思创新促进高效教学的顺利开展．明确数学

说题的内涵、特点与结构框架，是正确理解数学说

题的前提和基础．

2数学说题的内涵

数学题是指数学上要求回答或解释的事情，

需要研究或解决的矛盾[5]．数学说题是教师在备

题的基础上，以语言为主要表述工具，以课堂教学

为背景，以数学课程标准和现代教育理论为指导，

面向同行和专家，系统而概括地解说对一道数学

题的教学理解，阐述具体传授某道题的教育设想、

方法策略和组织教学的理论依据，分析学生学题

时的已有基础、学习障碍和典型问题，并根据听者

的建议进行反思改进的教研活动．由此可知，说题

活动有机融合“命题”、“学题”、“教题”和“反思”为

一体，是一种把握数学本质、促进教师专业成长的

教研活动，综合体现教师理解数学、理解学生与理

解教学等能力水平．数学说题具有以下特点：

可行性．科学严谨、切实可行是保证数学说题

活动质量的前提．教师通过阅读文献、小组讨论等

前期准备，基于学生学情和教学实际，设计数学说

题流程、准确规范地表达对题目的理解．只有确保

数学说题的科学，才能体现说题活动的意义和价

值，才能供其他数学教育者参考借鉴．

反思性．说题活动的实质是一种研究反思型

教研活动．教师基于数学本质研究分析数学题，深

层次揭示数学题的内涵价值，通过说题研讨活动

表述解题思维以及教学思路并得到同行和专家的

反馈意见，进而不断自我反思完善．数学说题将教

学与研究相结合，提升教师的合作意识、教学能力

和科研能力．

双角度性．从形式来看，教师说题主要面向同

行和专家，但开展说题活动的最终目标是促进高

效教学．因此，说题活动设计要立足于教师“教”和

学生“学”上，既要体现教师对题目本质的理解与

认识，同时要分析学生的认知基础、最近发展区以

及思维障碍和误区，从而提高教学的针对性和有

效性．

3数学说题的结构框架

解题是说题的基础．基于数学说题的内涵、特

点和解题观点，从命题立意、学生学题、教师教题、

反思评价的四个范畴，说审题分析、说学情分析、

说学科知识、说解题思路、说变式拓展、说回顾反

思的六个环节，厘清条件结论、识别题目类型、明

晰背景立意、了解已知未知、清楚能知想知、分析

① 基金项且：天津市哲学社会科学规划一般课题——中小学教师教科研能力水平评估及提升研究(TJJXl7一016)．
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典型问题、把握知识本质、沟通知识联系、深挖思

想方法、确定解题策略、指导解题规范、开展变式

教学、适当拓展延伸、回顾解题过程、反思预设生

成的十五个站点，构建数学说题结构框架(如图

1)，现以如下题目为例加以说明．

已知函数为厂(T)一sin z—ln(1+j-)．，。(丁)

为厂(z)的导数，证明：

(工)／。(工’)在区问(一1，÷)内存在唯一极大
、

厶7

值点；

(Ⅱ)，、(j‘)有且仅有2个零点．

3．1说审题分析

“在尚未看到主要联系或者尚未作出某种计

划的情况下，去处理细节是毫无用处的．”。’。分析

命题是理解题目的核心。是解题的第一步，同时是

有效说题的前提．教师要结合数学课程标准和教

材，从条件结论、题目类型和背景立意三方面深入

分析命题立意，确定要求学生必须掌握的基础知

识、基本技能和基本思想方法、基本活动经验和发

展学生数学核心素养等教学重点，有利于教师自

身进一步理解题意，思考如何解和如何教．

日匠
日匝匝∈

3．1．1厘清条件结论

教师要根据题目信息厘清题目的条件和结

论．首先，区分题目中显性的已知条件；其次，深挖

其中隐含的已知条件，即由已知得出哪些结论(性

质定理)；最后，根据题目结论的信息探究需要哪

些知识(判定定理)．教师要厘清条件结论，弄清楚

数学题的字面含义和相关概念，才能知道从何处

下手、向何处前进，为进一步获取条件和结论的逻

辑关系，构建条件与结论间的联系做准备．

教师根据题目信息已知三角函数与对数函数

组合而成的超越函数解析式厂(T)一sin T—ln(1

+工，)，结论为厂7(z)在区间内存在唯一极值点以

及厂(j，)有且仅有两个零点，隐含条件为函数的

1

定义域{z T>一1)，厂7(T)一cos T一÷，
11-工1

1

／“(T)一一sin T+-百毛，得出结论需要画出
L』—T-Z J

厂7(j‘)和厂(z)的大致图象．

3．1．2识别题目类型

教师要根据题目信息了解题目类型，如计算

题、证明题、填空题、选择题、作图题等．数学题按

囤圃臣巫习
图l数学说题结构框架

生
／

器蠡罄零罄零
喜互

喜丑
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评分的客观性、开放性、作答形式、课程内容、解题

指令、解题系统要素、教学特征等不同的分类标准

有不同的分类．不同类型的数学题有不同的表征

方式．通过识别题目类型，合理恰当地选择自然语

言、图形语言、符号语言等多种表征方式，将数学

题目中的知识转述为数学语言，深入理解数学题

的数学含义．按作答形式来看，上题为证明题．数

学证明题一般从证明内容、证明方法和证明过程

着手，要求学生有较好的逻辑思维和推理能力．

3．1．3明晰背景立意

教师要根据题目信息明晰背景立意．每一道

数学题目都有社会、文化、生活或者高等数学等背

景，以及教科书中的思考题、例习题、中高考试题

以及竞赛题等来源，充分认识数学题目的背景来

源，落实数学课程“把握数学本质”的基本理念．教

师还要辨明数学题目的知识载体、数学任务、数学

思维活动和对学生知识与能力的层次要求即了

解、理解、掌握、运用以及经历、体验、探索，更要清

楚对学生数学学科核心素养水平的达成要求．

上题选自2019年高考数学全国卷I理科第

20题，就往年命题趋势来看，函数题的位置前移，

以证明题的形式考查导数的计算及函数的极值与

零点的综合应用问题，主要考查学生分析与解决

问题的能力，重点提升数学抽象、数学运算和逻辑

推理核心素养．

3．2说学情分析

学情分析指教师通过对学生认知基础、能力

水平、态度倾向等维度的分析与研究，设计和改进

教学过程，以适应不同学生学习需求的过程"j．教

学关注如何采用有效的方法使学生准确无误地获

取知识，教师的职责是考虑如何最有效地向学生

传递知识[8]，基于学情分析的说题设计才是可行

有效的，才能达到教学目标和提高教学效率．教师

可以从已知、未知、能知、想知的四知模式和典型

问题角度进行学情分析．说学情分析是数学说题

的基础．

3．2．1了解己知未知

学生在学习解题之前，已具备一定的知识技

能、思想方法、活动经验和思维特征．教师所要做

的是利用各种可能的方法了解学生当前的认知发

展水平，判断学生已有学习基础对解题的影响．教

师从学生的“已知”出发，并结合题目中的已知条

件和要求结论，便能够推断出学生的“未知”，通过

适当的引导帮助学生探索已知与未知之间的联

系，获得解题的思路与方法．

以上题为例，学生“已知”是函数的概念、表

示、基本性质，二次函数、幂函数等函数模型，函数

零点存在定理，导数及其运用，了解研究函数的一

般步骤(如图2)，并掌握求解函数的极值与零点

的一般方法，“未知”是用逻辑推理说明函数在所

给区间内存在唯一极大值点的思路与方法以及求

解超越函数的基本思想．教师要用数学思想方法

构建“已知”与“未知”的联系，帮助学生掌握函数

本质，并且在教学中渗透通性通法，避免产生畏难

情绪．

生活中的
函数问题

列出函数
表达式

逖H篁卜
图2研究函数的一般方法

建立函数
模型

工
画出函数

图象

3．2．2清楚能知想知

维果茨基称学生独立解决问题时的现有水平

和潜在水平的两种发展水平区域为最近发展区，

即学生“能知”的范畴．教师要在学生的最近发展

区内设置适当的问题串，开展数学思维活动，同时

了解学生感兴趣的“想知”内容．在学生“能知”的

基础上，教师分析学生学习的兴趣方向，指导教学

过程设计将学生的“能知”转化为学生的“想知”．

教师清楚学生的“能知”与“想知”，才能充分调动

学生的积极性，因势利导地发挥教师的主导作用

和凸显学生的主体地位．

上题学生的“能知”与“想知”可能为利用导数

的符号判断函数的单调性；各阶导数与函数的极

值和零点的关系；如何画超越函数的图象；函数的

定义域与零点的个数的关系等．教师要为此做好

预设，并在实际教学中设置适当的问题与活动，引

导学生逐步收获“能知”与“想知”．

3．2．3分析典型问题

典型问题指的是学生经常性地违背数学学科

内容体系的知识、原理和规律等而出现的审题、解

题或者表达错误，以及学生现阶段难以理解和掌

握的知识要点与技能方法等教学难点．典型问题
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反映了学生对数学题的认识与理解，以及在解题

过程中存在的认知误区和障碍．基于“已知未知”、

“能知想知”，研究分析学生的典型问题，正确把握

教学重难点，不仅可以帮助学生找出错误产生的

原因、提出改正的意见，还有助于帮助教师完善自

身的知识观和教育观∽J．

教师在进行学情分析时，要知道学生的典型

问题是各阶导数与原函数的关系模糊，并且缺乏

逻辑思维的条理性．第一，审题不到位，错误求解
， 竹、

．厂(z)在区间I一1，÷)内的极值点、忽略唯一性，
、 ￡，

并且只证明零点存在而非零点个数等；第二，解题

思维定势，以为必须求出明确的极值点后再判断

两侧符号，机械地进行求导、通分、求根等；第三，

表达不规范，忽视函数的定义域、不清楚求导法

则、不区分原函数与各阶导数的图象与性质等．

3．3说学科知识

数学问题贯穿数学教学过程，蕴含着数学的

基本概念和基本规则u⋯．数学学科知识不仅仅是

学生所要掌握的数学基本概念、命题和法则．教师

正确把握数学知识的本质、沟通数学知识的前后

联系、深挖知识蕴含的思想方法，才能从学科特色

的角度解决数学问题，才能高效提升教学效果．说

学科知识能综合考察教师的专业能力和对数学本

质的认识程度，是数学说题的重点．

3．3．1把握知识本质

数学知识本质的把握情况，综合体现教师对

数学课程的理解水平．函数是描绘客观世界中变

量关系和规律的最为基础的语言和工具，其本质

是数集之间的单值对应．对于上题，教师还要把握

函数的极值点和零点的本质．函数厂7(z)的极值

点的本质是极值点与其附近所有点的函数值大小

的比较，也是对在极值点附近的左侧和右侧函数

厂(z)单调性相反的一种体现．函数厂(T)的零点

的本质是函数厂(z)的图象与z轴交点的横坐

标，是方程．厂(z)一。的实数根，也是函数g(z)一

sinz与函数^(z)一ln(1+z)的交点．

3．3．2沟通知识联系

数学学习的过程就是把数学知识结构经过学

生的积极思维活动，转化为头脑里的数学认知结

构的过程．教师从数学学科系统的角度沟通前后

知识联系，明确知识的来龙去脉和逻辑结构，阐述

当前数学题涉及内容的上下位知识，构建突出重

点、精简整合的数学知识结构，是学生有效数学学

习的前提．

在分析上题之前，教师要明确本题属于“函

数”主线内容，所涉及的数学知识包括函数的单调

性、极值点、零点、求导法则，导数的含义及其应

用，函数零点存在定理等．解决极值点问题的关键

是判断定义域内点两侧的导数符号，即比较区间

内一点附近的函数值．解决零点问题的关键是利

用导数求出函数的单调区间与极值点，再由函数

的性质做出函数图象或者分类讨论判断零点个

数．教师正确沟通知识间的联系，才能找到解决问

题的关键点．

3．3．3深挖思想方法

数学思想方法是对数学理论和内容本质的认

识，是数学科学发生、发展的根本，是数学知识在

更高层次上的抽象与概括而成的数学观点u1|．教

师既要渗透抽象、推理、模型的三大基本思想，更

要用联系的观点深挖蕴含在每道数学题目中的一

般思想方法．在解题教学活动中，挖掘并渗透数学

思想方法，是对数学本质认识的具体表现，是促进

学生经历分析和解决问题、数学知识的形成过程

的基本策略，同时是学生体验思想方法一般化、程

序化并掌握解题策略的有力途径，有利于学生培

养数学学科核心素养．

教师要深挖上题的数学思想方法：首先，教师

要引导学生从函数观点看方程问题，对于隐零点

问题可以利用函数单调性求出零点大致范围，结

合函数零点存在定理得出唯一极值点；然后，分类

画出超越函数的大致图象，讨论在各区间上的零

点情况，得出函数在定义域上的零点个数；最后，

教师还可以引导学生探索其他解法，根据条件与

结论的联系将零点问题转化为两个函数的交点问

题，借助Geogebra等信息技术准确画出函数图

象，渗透函数与方程、数形结合、分类讨论、转化与

化归的思想方法．

3．4说解题思路

解题思路是一个由已知到结论的推理过程，

是由线索到真相的分析Ll0|．疏通解题思路正是学

生实现知识生长、能力提升的关键点‘12j．教师要

从审题分析中有效捕捉题目信息、学情分析中正

确把握最近发展区、学科知识中高效提取知识架
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构体系，并将此三部分进行有效组合．一方面确定

解题策略，高屋建瓴地掌握一般解题规律和具体

操作流程；另一方面指导学生作答和解题规范，引

导学生培养良好的解题习惯．说解题思路是数学

说题的关键．

3．4．1确定解题策略

数学解题策略是为了达到解题目标而采取的

方式方法．从自身的知识与活动经验出发，通过审

题分析确定符合辩证逻辑的解题策略．一般情况

下，可以采用波利亚在《怎样解题》中提出的“理解

题目、拟定方案、执行方案和回顾与反思"[胡的解

题策略．除此之外，还可以运用数形结合、逆向思

维、分类讨论、猜想论证、函数与方程、化归等

策略．

上题难点在于无法求解超越函数对应的方

程；无法画出函数在(一1，+∞)上的图象．第一问

求证厂7(z)存在极值点，可以求．广(z)的单调性

并结合零点存在定理证明得出；第二问根据

厂(z)到，7(z)再到，(z)的推理步骤求证厂(z)

的零点，即分类讨论在定义域上，由二阶导数

／(z)的正负与单调性得出一阶导数．厂7(z)的正

负与单调性，通过特殊点确定，7(z)大致图象，再

得出函数．厂(z)的单调性与图象，最终得出厂(上)

的零点．

3．4．2指导解题规范

解题规范包括审题规范、逻辑规范、表达规

范．解题不规范在一定程度上反映了学生解题思

路上的问题．教师对数学题经过分化、重组与整

合，构建能够促进学生理解的递进式的知识序

列[1 3。，并通过板书解题过程指导学生解题规范，

才能发挥数学题的示范引领作用[3]，清除学生的

思路障碍，加强学生对解题规范的重视．

教师要结合学生的典型问题指导学生的解题

规范．第一，规范审题方法，注意隐含条件和极值

点的唯一性，充分理解题意；第二，规范逻辑推理

思路，弄清楚各阶导数与原函数之间的关系；第

三，规范表达解题过程和结果，正确表述函数零点

存在定理的条件和结论，注意分类讨论时端点处

的情况．

3．5说变式拓展

变式即保持事物本质特征的前提下，改变其

非本质属性．一道数学题目的价值不止在于该题

的解法和结论，而是能够通过变式拓展出一类相

关问题，并且促进学生能够进行知识迁移加以解

决，提升学生发现、提出、分析和解决问题的能力．

3．5．1开展变式教学

变式教学主要是指对例习题进行变通推广，

让学生能在不同角度、层次、情形和背景下重新认

识的一种教学模式[14。，旨在源于原题、高于原题，

并在学生的最近发展区拓展编制新试题，但变式

要有导向性、层次性，引入变式要适时，注意学生

的参与度u引，以训练学生的高级思维．教师可以

在学生充分认识问题本质的基础上，从改变条件

或结论、从具体到抽象、从特殊推广到一般情形、

深度广度上归纳或者类比同类对象等方面对原题

进行适当变形．．

变式l 已知函数厂(z)=sin z—ln(1+

z)’．厂7(z)为．厂(z)的导数，证明：．厂(z)在区间
， _、

I一1，÷)内有且仅有一个零点．
、 二，

变式2(2018年高考数学全国Ⅱ卷第21题)

已知函数厂(z)=e。一口z2．

(I)若口=1，证明：当z≥0时，厂(z)≥1；

(Ⅱ)若．厂(z)在(O，+o。)只有一个零点，

求口．

3．5．2适当拓展延伸

建立已有知识与更高层次的数学知识的联

系，能够促进对知识结构的整体认识与优化．适当

的知识拓展延伸包括背景来源拓展、知识内容拓

展、思想方法拓展和问题解法拓展等，一方面体现

教师的知识储备和综合素养，另一方面促进学生

形成有效的知识网络．教师可以引导学生运用函

数零点存在定理解决不等式问题，运用函数与方

程、转化与化归等思想解决超越函数问题以及数

形结合思想解决几何问题，还可以推广到更一般

的情况即高等数学中的介值定理，让学生初步了

解连续函数的一些本质特征．

3．6说回顾反思

美国教育心理学家波斯纳说“成长=经验+

反思”．在职教师已具有丰富的教学经验，获得专

业成长最重要的一步是回顾反思教学实践．回顾

与反思可以重现实践、总结、再实践的研究历程，

是对解题活动的“再认识”，是解题活动后的“元认

知”[16。，是深化知识理解、把握本质内涵、发展解
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题能力、优化教学过程的重要手段．

3．6．1回顾解题过程

回顾解题过程是一个重要且有启发性的学习

环节．回顾题目中所涉及的数学知识、思想方法及

其之间的关系，确定审题分析是否全面、解题思路

是否准确、书写过程和解题结果是否正确．教师回

顾解题过程，从而发现函数的极值、零点与导数等

数学知识之间的有机结构体系，以及解题过程中

的不足并加以完善．

3．6．2反思预设生成

反思预设与生成是完成解题与回顾后发挥教

师主观能动性和积累教学活动经验的关键，是数

学说题活动的核心和动力．重点是否突出?难点

是否突破?教学目标是否达成?学生是否有兴

趣?学生积极性和主体地位是否得到发挥?有哪

些值得以后借鉴?有哪些不必要的错误?为什么

会出现这些错误?是否还有其他解题策略?通过

反思以上问题，进一步进行原因剖析、改进策略而

提高解题教学的有效性．

以上题为例，教师要反思学生解题出错是因

为不清楚求导法则、概念模糊，还是逻辑推理能力

较弱导致解题不规范．学生对函数零点存在定理

的使用条件和各阶导数与原函数的关系的掌握情

况，变式拓展与学生学情的适应程度，数学思想方

法的渗透情况等．

4结语

数学说题教研活动综合考法、学法、解法与教

法，是教师理解评价、理解学生、理解数学和理解

教学的全过程．在说题活动中，教师既要从命题者

的视角去理解数学题，还从自身解题的视角去分

析数学题，也要从学生解题和学习的视角去揣摩

数学题，更要从学科知识、解题理论的高度审视解

题过程，最后要从评价角度回顾反思解题教学过

程．教师说题时要根据数学题的特点，有机整合并

且有所侧重地选择“十五个站点”内容，并非面面

俱到，有所侧重，更重要的是注重问题解决的有效

性，言简意赅地表达自己的教学见解，清晰凸显自

身的教学个性．数学说题一方面让教师深人研究

例题、习题、考试题等数学题，清楚数学题与学生

层次的匹配度，进一步因材施教，引导学生升华数

学思维；另一方面能够加强教师之间的业务交流，

促进教师认识数学本质、提升教师核心素养和

能力．
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