
2020年 第59卷 第11期 数学通报 45

通过直观想象培育学生的核心素养①
——一元二次方程的解法“数学实验室’’栏目教学为例

程 花

(徐州市第三十四中学221008)

直观想象是指借助空间想象感知事物的形态

与变化，利用几何图形理解和解决数学问题．主要

包括：可以通过图形描述数学问题，建立几何图形

与数与代数的联系，构建直观的数学模型，探索解

决问题的思路．就学科素养而言，数、形是数学研

究和学习的基本对象．直观想象是重要的数学核

心素养内容之一．“数学实验室”栏目教学突出在

“做数学”中“学数学”，引导学生通过“做”感受数

学、探索知识和结论，应用所学知识解决简单问

题．“数学实验室”栏目教学是培养学生直观想象

的重要载体，是课堂教学中培养学生直观想象核

心素养的重要阵地．

《义务教育数学课程标准(2011年版)》指出，

空间观念主要是指根据物体特征抽象出几何图

形，根据几何图像想象出所描述的实际物体；几何

直观是指利用图形描述和分析问题．几何直观和

空间观念是紧密相连的，直观想象是几何直观和

空间想象观念的的发展和融合．

1 案例分析

在苏科版数学教材设置中，以“生活数学”、

“活动思考”为主线，设置了“做”数学栏目：“数学

实验室”．栏目教学旨在引导学生通过“做”感受数

学知识的生成过程，在体验中探索知识和结论，应

用所学知识建立解决问题的数学模型，寻找探索

解决问题的路径．苏科版数学九年级上册第一章

一元二次方程的解法，教材中“数学实验室”栏目：

“矩形通过割、拼、补成为一个正方形”，教材旨在

引导学生用图形描述数学问题，从而利用图形理

解代数问题；学生通过图形的几何直觉分析问题

解决问题，形成化抽象为直观的形象思维，实现帮

助学生在“做数学”中“学数学”，在直观操作中感

知事物的形态与变化的可能，在体验中实现帮助

学生借助空间想象构建描述问题的直观数学模

型，利用图形探索解决数学问题的思路．

我们先来看看教材给出的“数学实验室”栏目

内容：

教材内容中，一元二次方程的解法第一课时

直接开平方法解方程，学生对于一元二次方程的

解法已经有了宏观的认识，明确了解一元二次方

程的根本思路就是“化二次为一次”的“降次”思

想，学生也在思想上会思考“任意一个一元二次方

程都能用直接开平方法求解吗”，为第二课时配方

法解一元二次方程做了思维上的铺垫与预设．本

节课是第二课时，从设问“如何解方程z2+6z+

4—07”，引导学生思考能否转化成“(z+^)2一点”

的形式，进而直接开平方．教材中教学思路的引

领，符合学生“化未知为已知”的认知规律．教材中

“数学实验室”栏目教学安排在例题讲解之后，引

导学生通过拼图的方式描述配方的过程，帮助学

生从直观面积平方到代数的配方，感受“几何图

形”与“数与代数”的联系．在实际教学中，我们可

以让学生课前准备好实验材料，自己制作一个“长

比宽多2的矩形”纸片，以增强直观印象和空间体

验，感受建立几何直观模型的过程，实现“数”到

“形”的直观转变，“形”到“数”的抽象推理．

①本文是江苏省教育科学“十三五”规划2018年度重点资助课题“核心素养视角下的苏科版“数学实验室”栏目教学研究”(编号：

B—a／2018／02／06)阶段性研究成果．
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2教学过程

师：用直接开平方法解的一元二次方程具有

怎样的形式?

生：(T+^)2一是

师：配方法解一元二次方程与直接开平方法

解一元二次方程之间有什么联系?

生：只要先把一个一元二次方程变形为

(z+^)2一是的形式，就可以通过直接开平方法

求出方程的解．

师：配方法解一元二次方程的关键步骤在哪里?

生：把一个一元二次方程变形为(T+^)2一是

的形式．

师：配方时，方程两边同时加上的常数是如何

确定的?

生：一次项系数的一半的平方．

师：为什么在配方过程中，方程的两边总是加

上一次项系数一半的平方?

生：完全平方公式形式决定了．

师：很好!大家对完全平方公式掌握熟练，在

多项式的变形过程中也就水到渠成．那么，从几何

图形的角度，完全平方表示什么呢?

生：表示正方形的面积．

师：非常好!之前我们尝试过用面积证明公

式，大家能不能思考，用几何图形的面积描述配方

法解一元二次方程?

师：用面积法描述公式的本质是什么?

生：一个几何图形，用不同的方式分割或拼

补，面积表达形式不同但本质相同，所以是恒

等式．

师：是的，图形的拼补形式不同，但拼补前后

的图形面积是相等的．同学们试一试，用配方法解

一元二次方程T2+2。r一24一o，能不能用图形的

面积描述配方的过程，进而验证配方法解一元二

次方程的几何意义．

师：如何转化方程的形式。表达面积?

生：丁2+2z一24—0变形为z(z+2)一24，

一个长为(z+2)，宽为．r，面积是24的矩形．

师：拼、补的目的是什么?

生：变成正方形的面积．

师：非常好!同学们可以开动脑筋，分组实

验了．

学生积极思考，踊跃做着各种尝试，小组活动

气氛活跃，同学们在操作中思考，在思考中尝试，

在“做数学”中“学数学”，在拼补中尝试构建几何

模型解决问题．

师：通过拼补操作，同学们是如何思考将长方

形转化为正方形的?

生：长为(z+2)，宽为j，的矩形，要拼接为正

方形。首先找到边长为丁的正方形，因此，需要剪

下长为2，宽为z的矩形．剪下的矩形一边长是

z，可以与边长为z的正方形拼接，所以将其均分

为长为1，宽为工，的矩形．拼接后发现，恰好需要

一个边长为l的正方形，就可以拼成一个正方形．

所以需要添加一个面积为1的正方形，即方程的

两边都+12．至此，z 2+2z+12—24+12，即

(z+1)2—25．

师：同学们试想一下，如何用拼图描述方程

z2+6T一15的配方过程?又该添加面积是多少

的小正方形呢?

(学生边操作，边讨论，边思考)

生：添加面积为9的小正方形．
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师：用拼图描述方程z2+5z一10的配方过

程?又该添加面积是多少的小正方形呢?

(学生思考的时间明显缩短)

／E、2

生：添加面积为I÷)的小正方形．
、厶，

师：你发现了什么规律?

生：拼图时，添加小正方形的面积是一次项系

数一半的平方．

师：为什么?

生：第一次找正方形，剪下的矩形一边是一次

项系数，另一边是找到正方形的边长，需要将剪下

的矩形长度为一次项系数的边长均分，才能恰好

与找到的正方形拼补，拼补后，空缺的小正方形边

长就是一次项系数的一半．所以，添加小正方形的

面积是一次项系数一半的平方．配方的过程中，方

程的两边总是加上一次项系数一半的平方．

通过学生的操作实验，学生很直观的体验配

方法解一元二次方程的过程，学生在体验中构建

几何模型，“数”与“形”的融合水到渠成，学生的直

观想象能力在潜移默化中培养，于无声处浸润直

观想象核心素养．

3 案例反思

数学是研究数量关系和空间形式的科学，数、

形是数学研究和学习的基本对象．学生从直观教

学中抽象几何图形符合学生认识事物的认知特

点，也符合学生的认知规律．“数学实验室”栏目的

教学本质就是引导学生在“做数学”中“学数学”，

在“做”中“感悟”．苏科版数学教材中，“数学实验

室”栏目设置较多，看似可有可无的“操作”，其实

都是学生直观想象核心素养培养的重要载体，是

学生喜爱符合学生认知的教学内容．“做数学”中

“学数学”是培育学生核心素养的重要载体，如何

在初中数学教学中，引导学生感知事物的形态，构

建数学直观模型，培养学生的直观想象核心素养，

笔者有以下教学体会．

(1)画图操作——从基本的操作人手，培养学

生对图形的感知能力．

学生初学几何时，是从数字到图形最基本的

图形感知开始的．基本的点、线，到三角形、多边形

直线型图形感知，再到弧、圆、双曲线、抛物线等曲

线型图形感知，都需要学生从操作的感知中建立

图形模型，手、脑并用增强学生的感知能力．因此，

教学中，引导学生认识图形，动手画画图，掌握工

具画图、尺规作图，并能准确的画出平面图形．正

所谓熟能生巧，学生在动手画图的潜移默化中，感

知图形的形成与变化，理解图形之间的内在关系

并发现图形之间的变化关系，提高对图形的认识

并能够构建直观的数学模型解决问题．如：利用三

角板和直尺过一点画已知直线的垂线，利用三角

板和直尺过直线外一点画已知直线的平行线，网

格图中，用直尺画已知直线的垂线(平行线)等等，

实际教学中，教师放手让学生自主操作探究的教

学效果要好于教师的直接经验介绍，学生在操作

中自主探讨，自主画图的过程中掌握画图技巧，感

受事物的形态与变化，感受从“事物”(生活)到“图

形”(数学)的数学模型建立过程，形成“利用几何

图形”理解“数与代数”的能力．

(2)识图理解——简单图形到复杂图形的过

渡，提高学生对图形的理解能力．

识图包含认识图形和理解图形．学生画图是

最基本的感知，对于图形，还需要学生能够用数学

语言描述和从图形中找到数学问题．主要包括：准

确识别图形并用语言或符号表示空间图形的位置

关系；从复杂的图形中区分出基本图形，并找到基

本图形中的数量关系；准确地用数学语言(文字语

言、符号语言、图形语言)描述数学问题的本质，寻

求解决问题的方法．首先，教学中，教师要引导学

生熟练掌握三种数学语言，并能在解决问题中灵

活转化；其次，教学中，教师要引导学生善于“以类

聚图”，发现问题的本质．如：在学习完图形的全等

内容后，教师要引导学生归纳，图形全等的基本样

态总结．

再如，对于图形的相似，求阴影图形的面积等

知识，都可以做基本图形的形状归类，通过归类总

结，学生对相应知识有了更深刻的认识，解决问题

时，有意识的引导学生从复杂的图形中区分基本

图形，提高学生解决问题的能力．再次，教师引导

学生在操作中感悟，在感悟中发现问题的归类，寻

求解决问题的方法．如：格点图形中画已知直线的

平行线，画已知直线的垂线问题，教师引导学生反

复画图操作，引导学生交流、归纳画图经验，教学

中发现，学生自行操作感悟的经验感知效果明显

好于教师的经验教授．
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(3)实验体验——发展空间想象，实现直观想

象核心素养培养的重要载体．

数学实验是数学学科发展过程中的重要研究

方法，是实验者借助一定的物质手段，通过动手动

脑实现的过程体验，实现直观感知，借助空间想

象，构建数学问题模型解决问题的学习过程．直观

想象是几何直观与空间想象的融合，直观与想象

是连续的思维整体，需要对记忆表象的加工与改

造，需要学习者对事物的空间形式观察、分析、抽

象思考的再创新，需要学习者体验感知．因此，实

验体验是发展空间想象的基石，是实现直观想象

核心素养的重要载体．如何开展数学实验教学，提

升学生的直观想象素养是深化课程改革的需要，

是新时期课程开发对老师们提出的新课题．教学

中，教师可以开展校本课程研究，用好校本教学资

源开展数学实验活动．如开展班级选举活动，体验

数据的整理，开展测量活动，体验数据的集中，开

展“摸图形”活动，体验几何体的空间感知；课堂教

学中，可以设计“数学实验单”引导学生实验与思

考；在“导学案”的设置中。科学导人“数学实验室”

栏目内容，增加学生的实验体验与操作感受；开发

并研究身边的数学实验载体，如教室里的几何体

研究，身边物体的三视图探究，教室里的点、线、面

之间的关系．

(4)数形结合——数与形的发展与融合，实现

代数问题几何化与几何问题代数化．

“数缺形难达直观，形缺数难以人微”，直观是

想象的基础，想象是直观的延伸，直观想象素养的

培养与形成是数与形发展、融合统一的要求，是学

科能力的发展与提升的表现．直观想象素养的核

心表现是数形结合思想的形成．形成数形结合的

数学思想应从以下方面着手：(1)通过图形描述数

学问题．借助图形描述事物的变化，对数量关系产

生直观感知是直观想象的起点．正如史宁中教授

所言：“数学的结论是‘看’出来的，而不是‘证’出

来的”，说明观察与思考对直觉判断起着关键作

用．(2)通过图形增强对数学问题的验证与理解．

数学知识的形成与巩固需要验证与理解的过程，

代数问题的形成往往是抽象的，不好理解的，教学

中，将代数问题几何化理解，往往有代数证明不可

替代的直观效果．如本课时中拼图的方式直观描

述配方法的过程，学生对配方法解一元二次方程

中，方程的两边为什么总是加一次项一半的平方

有了直观的理解，对配方法有了更深刻的认识．

(3)通过数量关系代数化几何问题，化形象为严

谨．数具有概括和抽象的特征，形是具体化、直观

化的表现．图形问题中表现出来的规律性特征，运

用数量关系描述可以使得表现为较冗长的图形问

题归结为简约的数量关系，实现几何问题代数化

理解．如：直角三角形中，不变的角表现出的相应

线段比值不变规律，利用简单的三角函数符号表

达图形中的不变规律，是几何问题代数化的典型

代表．再如：几何问题“周长一定时，为什么圆的面

积最大”?，几何证明是不好推理的，而利用代数证

明就一目了然：假设周长为Z，则在周长一定的情
，，、2 ，2

况下，四边形中正方形的面积最大为(÷)=三．
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而圆的半径为去，那么圆的面积就是丌·(去)‘一厶儿 、厶，L
7

，2 ，2 ，2

彖，显然，蠢<彖，所以圆的面积大于正方形的面
积，因此，周长一定时，圆的面积最大．

直观想象是数学思维的重要形式，需要借助

空间想象感知事物的形态与变化．学生的操作与

体验为建立空间想象提供了物质基础，教学中，教

师研究并科学开展数学实验活动，是培养提升学

生几何直观与空间想象观念的有效手段，可以大

力提升学生的数学核心素养．

(上接第34页)

MM实验给出的MM教育方式理论框架是：

1个方法、2个功能、2条基本原则、3项具体目标、

8项教学措施，可用“一二二三八”来概括，见图1．

图1 HPM与MM教育方式理论框架图

不难看出，HPM与MM教育方式的理论框架

模式构建均采用了思辨为主、实证为辅的方式，“我

们常常称道国外数学教育研究使用的实证方法，用

数据说话．但是，高水平的数学教育研究，也需要高

屋建瓴地，借助科学进步作深层次的论说．”[17]

HPM与MM教育方式的理论框架模式构建

后，两者的研究重心都逐渐转人课堂教学，散发源

源不断的教学生命力，即先做理论研究，再做实证

研究，并逐步完善理论框架，这是两者研究方法上

的耦合．

4结语

无论何种数学教育方式都不能脱离“数学”这

个核心、不能脱离“培养学生的数学(核心)素养”

这个基本立场，这正是HPM与MM教育方式两

者生命力长久之所在，其成果之花才会持续绽

放．[18][1朝中国对HPM的贡献、对MM教育方式

的创建，增强了中国数学教育研究的理论自信．

HPM与MM教育方式的耦合、相互促进有

待继续探索，以期为它们成为名副其实的当代中

国数学教育流派贡献更多实证．
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